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Determinante de uma matriz quadrada

Existe uma Unica fun¢do que a cada matriz quadrada A de colunas Gy, ..., C, faz corresponder
um escalar real det(A), satisfazendo:

1. det(/y) =1,

2. det(Cl,...,C,-,...7CJ-,...,C,,):
—det(Cry. ..y Gyt Gy, o),

3. det(Cl,..., C,',...,Cn): det(Cl,...,C,-,...7C,,),

4. det(Cy,...,Ci+ Gi,...,Co) =
det(Cl,...,C,- ...,C,,)—i—det(Cl,...,C,-,...,C,,),

paracada o € R, i,j € {1,...,n}, i;éjeC,-:a+6,-.

A funcdo det(A) chama-se determinante de A, também denotada por |A|.
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Determinante das matrizes 2 x 2 e 3 x 3

a-la al=[3 7

det(A) = aran — a»an

ai1 412 413
A= [Cl G Ca} = | d21 @22 a23
d31 d32 d33

det(A) =+ ai1a20a33 + ax1az2aiz + a31312a823

— 43148224813 — 411432423 — 421412433

Exercicio: Verifique as propriedades 1-4 da definicao.
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Regra de Sarrus (s6 para matrizes 3 x 3)

an
A= |axa

asi

ai3
az3

as3

det(A) = +4aj1a20a33

+az1as2ai3 an -312/313
+azi1a2az3 321\322 a3

331><332><333
—831822313/811§312><313
—811832323/321 .322\323
—a21312a33
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Menor, cofator e adjunta

Dada uma matriz A = [a;] n X n, seja Mj; a matriz (n — 1) x (n — 1) que se obtém de A por
eliminacdo da sua linha i e coluna j.

Chama-se menor de a;; a det(Mj).

O cofator (ou complemento algébrico) de a;; é A; = (—1)™ det(M).

-
A A o Al
) ] . An Axn 0 Az
A adjunta de Aé a matriznxn adjA = | . ) .
Anl An2 e Ann
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Teorema de Laplace

Seja A= [ajj] n x n. Entdo
det(A) = ajpAin + -+ anfin
(desenvolvimento de Laplace do det(A) a partir da linha /)

paracadai=1,...,n e
det(A) = ayjAy + -+ agAy

(desenvolvimento de Laplace do det(A) a partir da coluna j)

paracadaj=1,...,n.

Corolario: O determinante de uma matriz triangular é o produto das entradas na diagonal.
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Teorema de Laplace — Exemplo

Ciélculo do determinante de uma matriz 3 x 3

411 d12 413
A= |ay ax» ax|,
d31 d32 as3

pelo Teorema de Laplace por expans3o a partir da primeira linha:

det(A) = anAu + anAn + azAiz =

a1 ax
a31 432

a1 a3

+ ajg(—1)H3
a31 433 13( )

a2 a3

+ a 71 1+2
a3 4ass 12( )

311(71)1+1

= 8118224833 — a114234832 — 3128214833 + 312823831 + 313821332 — 313822331
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Propriedades do determinante

1. det(A) = det(AT).
2. Se A tem uma linha (coluna) nula, ou duas linhas (colunas) iguais, ent3o det(A) = 0.

3. Se B resulta de A por uma troca de duas linhas (colunas), L; <+ L;, entdo
det(B) = — det(A).

4. Se B resulta de A por multiplicagdo de uma linha (coluna) de A por um escalar «,
L; == al;, entdo det(B) = a det(A).

5. Se B resulta de A substituindo a linha i pela sua soma com um miltiplo da linha j,
Li :== L; + alLj, entdo det(B) = det(A).

6. det(AB) = det(A) det(B).

Nota: det(A + B) # det(A) + det(B).
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Determinante, adjunta e inversa de uma matriz

Teorema
A é invertivel < det(A) # 0.

Coroldrio
Seja A nx n. O sistema homégeneo AX = 0 tem uma solugdo n3o trivial se e s6 se det(A) = 0.

Teorema
Seja A invertivel. Entdo
1
> det(A7!) =
A7) = e a)
» A7l = adj A.

det(A)
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Regra de Cramer

Seja A n x n tal que det(A) # 0.

Ent3o o sistema AX = B é possivel e determinado e a sua Unica solugao é

X1
X =
Xn
¢é dada por
det(Aj) .
P = =1,...
XJ det(A) ) J ) , N,

onde A; se obtém de A por substituicdo da sua coluna j pela coluna B.

0O Determinante AlGA M



Regra de Cramer — Exemplo

X1—|—X2—|— X3 :1
X1+
2x1—Xxo+ x3 =1

Como det(A) =4 # 0, pode usar-se a Regra de Cramer.

Xlzii—i

det(A)

N = =
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Significado geométrico do determinante

Area de um paralelogramo

o/

Area(u,v) = |det(A)| para A= [u v] matriz2x2

Volume de um paralelepipedo

\/W

Volume(u, v, w) = |det(A)] para A=[u v w| matriz3x3
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