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Trabalho Pratico 2
Algebra de Boole

Objetivos
e Demonstracao de teoremas. Simplificacdo analitica de expressdes Booleanas
e Representacdo de fungoes

Algébrica
Tabular (Tabelas de Verdade)
Formas Candnicas e Formas Standard.

e Implementacdo de fungdes (circuitos ldgicos)

Introdugdo

A 3lgebra de Boole (1815-1864) constitui a base tedrica que fundamenta, através de
axiomas e teoremas, as operacgées bindrias implementadas sob a forma de circuitos logicos
nos sistemas digitais. O conjunto de regras usadas na algebra Booleana sdao semelhantes as
da algebra comum, sendo, na generalidade dos casos, mais simples, por manipular variaveis
binarias as quais s6 assumem os valores de 'verdadeiro' e 'falso'.

Neste trabalho, para além da verificacdo de alguns teoremas, exemplificamos formas de
obtencdao da forma candnica de fungdes Booleanas através de tabelas de verdade. As
formas candnicas assumem o aspecto quer duma soma-de-produtos de minterms ou dum
produto-de-somas de maxterms. Todavia, a implementacdo direta da forma candnica, com
gates, é ineficiente em termos do circuito ldgico resultante. Com o objetivo de minimizar a
complexidade do circuito légico, estudaremos formas de a simplificar.

Guido
1. Teoremas da absorc¢ao e da simplificagdo

1.1 Demonstre por inducdo directa (através da tabela de verdade) os seguintes
teoremas:

a) Absorgdo: X+XYy=X
b) Simplificacdo: X+X.y=X+Yy
1.2 Demonstre algebricamente que:

XY.Z+XYZ+XY.Z+XYZ+XY.Z=X+Y.Z
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2. Fungoes Booleanas e respectiva implementagao légica (Circuitos)

2.1 Determine o resultado das expressdes seguintes quandox=1,y=0ez=0.

a) X.Y.Z+XYZ+XY.Z

b) (X.y.2).(X+Y+2).(X+Y+2)
o (xy.2)®(xy.Z)®(X.y.2)
d) (X.y.zw)® (X.y.Z.W) @ (X.y.Z.W)

2.2 Esboce os circuitos respectivos usando portas légicas NOT, AND, OR e XOR.

3. Tabela de Verdade, Forma Candnica e Forma Standard

3.1 Determine as formas candnicas, i.e., a soma-de-produtos de minterms e o produto-
de-somas de maxterms, das funcdGes Booleanas h e w (em funcdo das varidveis
independentes x, y, e z ), expressas na seguinte tabela de verdade:

S

R|lkRr|Rr|r|lOo|lo|lo]|]O | X
R|lRr|lOoO|lO|R|RLR|O|O |
RrlO|lRr|[|O|lR,|[O|RRr|[O]N
olr|lr|lRPR|R|R|RLR|O] >
rlo|lr|r|lo|lo|lo|r

3.2 Determine a forma candnica da seguinte fungao:

f(X,y,2)=X.y+Z+Xx.y.z
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4. Implementagao de fungdes Booleanas s6 com gates NAND e NOR

Para implementar uma expressdo Booleana com gates NAND coloca-se a expressdao na
forma da soma-de-produtos (minterms) e em seguida aplica-se o teorema da Involugdo e as
leis de DeMorgan.

Para implementar uma expressao Booleana com gates NOR coloca-se a expressdo na forma
da produto-de-somas (maxterms) e em seguida aplica-se o teorema da Involugdo e as leis
de DeMorgan.

Simplifique a fun¢do y e esboce o circuito resultante : Yy = )(1.(X2 + 73. X4) + X,
4.1 Usando so gates NAND.
4.2 Usando sé gates NOR.

5. Exercicios Adicionais

Recorrendo aos teoremas da algebra de Boole mostre que:

51 XY.Z+XYZ+XV.Z+XY.Z=X

5.2 (ﬂ + XY+ Y.y) =Xy
5.3 O operador “ou-exclusivo" (® - XOR), definido por X® Y = X.y + X.Y é associativo.
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Apéndice A - Axiomas e Teoremas da Algebra de Boole

A.1 Axiomas

Nome Axioma Dual (OR)
1 - Campo bindrio:0e 1 sex#0, x=1 sex#1, x=0
2 -0 e 1s3o complementos sex=0, x=1 sex=1, x=0
3-AND/OR 0-0=0 1+1=1
4 - AND / OR 1-1=1 0+0=0
5-AND/OR 0-1=1-0=0 0+1=1+0=1

Tabela 1 - Axiomas da algebra de Boole

Operadores: O traco por cima da varidvel x é o operador légico inversor NOT, O '-' (ponto)
é o operador de multiplicacdo l6gica AND, e '+' é o operador de soma légica OR.

Dualidade: As identidades (axiomas e teoremas) da algebra de Boole, assumem duas
formas: AND e OR. As formas sdao equivalentes e designam-se por dual uma da outra.
Para obter a dual duma expressdo logica troca-se o operador AND pelo operador OR, os
0's (zeros) por 1's (uns) e os 1's por 0's.

A.2 Teoremas

Com base nos axiomas da tabela 1, é possivel derivar uma série de teoremas agrupados
nas tabelas 2 e 3.

Nome Teorema Dual
Identidade Xx-1=x Xx+0=x
Elem. Absorvente x-0=0 x+1=1
Idempoténcia X+ X=X X+X=X
Involucdo X =X
Complementaridade x.x=0 X+x=1

Tabela 2. Teoremas da algebra de Boole - | - Uma s6 variavel

Nome Teorema Dual
Comutatividade X y=y- X X+y=y+Xx
Associatividade (x-y):-z=x-(y-2) (x+y)+z=x+(y+2)
Distributividade (x+y) - (x+z)=x+y-z [ X-y+x-z=x'(y+2)
Absorcdo (Covering) X-(x+y)=x X+X-y =X
Adjacéncia (Combining) | X.y +X.y =X (X + Y)-(X + )7) =X
Simplificagdo (X+Y).y=xy XY+Yy=X+y
DeMorgan (x.—y)=i+7 (x+y)=xXy

Tabela 3. Teoremas da dlgebra de Boole - Il - Duas ou mais variaveis
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Apéndice B - Simbolos Légicos

B.1 Gates basicas

Trabalho P

ratico 2

Nome Fungao Simbolo Simbolo (Alt)
NOT y=X ~><H 1 _ @ _>
Y = X.X Y=X+X
AND Z=X.y | -
NAND z=xXy _ )O‘ D
Z=X+y
o 2=xy >
- —0
NOR Z=X+y -
Z=X.y
XOR Z=x®Dy= x.y+Xy ji>7
XNOR | Z2=XDy = Xy+Xy D

B.1 Circuito duma funcao Booleana

X y z

+— ¢ h¢

YIY

5 >

Yy

f(X,y,2)=X.y+Z+Xx.y.z
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Apéndice C - Formas Candnicas e Formas Standard
C.1 Formas Canodnicas

Para a tabela de verdade da direita:

1. A forma candnica soma-de-produtos (SOP) é: X|y| z f
f(X,y,2) =mi+mz+ma+ms 1o lol o

=XY.Z+XYZ+XYZ+XYZ
. , o|lo|1]1

onde mj = minterm;, assinalado a vermelho
ou, em notagdo compacta: f(x,y,2)= Zm(l, 2,4,6) 0 110 !
0 1 1 0

2. A forma candnica produto-de-somas (POS) é:
1 0 0 1
f(X,Y,2) =Mo.Ms.Ms.M;

=(X+y+2).(X+Y+2).(X+y+2).(X+7V+2) 1{o011/0
onde M, = Maxterm, assinalado a azul 11110} 1
ou em notagdo compacta: f(x,y,z)=][M(0,3,57) 11110

Isto é: f(xy,2)=>m124,6)=][M(0,357)

C.2 Formas Standard

As formas standard sdao "como" as formas candnicas, com a diferenca de que nem todas as
varidveis estdo presentes nos termos individuais da SOP (minterm) ou da POS (maxterm).

Exemplos (SOP e POS):

f(X,y,2)=X.Y.2+y.Z+XZ - € uma soma-de-produtos na forma standard
f(X,y,2)=(x+y+2).(y+7).(X+Z) -¢éum produto-de-somas na forma standard

Obtencdo da forma candnica a partir da forma standard (SOP). Como?

a) Expandimos cada termo ndo-candnico inserindo o equivalentea'l' (x+x=1).
b) Eliminamos os termos duplicados.

Exemplo:
Obtenha a forma candnicade: f(X,y,z)=X.y.z+Vy.Z+XZ

Resposta: flx,y,2)=xy.z+y.zZ +x.z (standard)

I
x|

z+(x+x)yz+x.(y+y)z

Il
x|

y
VZ+HXYZ+XYZ+XYZ+XY.Z
y

X

Z+XYZ+XYZ+XY.Z (candnica)

Para converter da forma standard POS para a forma candnica, o processo é em tudo
semelhante, sendo que a expansdo do termo n3do-candnico é feita através da insercao de
'0' por cada variavel ausente, uma vez que x.Xx =0. Em seguida, eliminam-se os duplicados.
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