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Introdugao

* George Boole (1815-1864)

* Introduziu as variaveis binarias e os trés operadores
l6gicos fundamentais: AND, OR e NOT

* Foi o percursor da légica binaria na qual se baseiam
atualmente os sistemas digitais.

Ldgica Binaria
Operagoes Logicas:

* Variaveis ldgicas (ou Booleanas):

* A dlgebra booleana fornece as ferramentas matematicas
necessarias: AND, OR e NOT

A B |AANDB A B| AORB A| NOTA

00 0 00 0 0 1

01 0 01 1 1 0

10 0 10 1

1 1 1 11 1

* Operandos com n-bits sao tratados como uma colegdo de
n valores:
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Operagoes Légicas:

* Operagdes NAND e NOR

AAND B

=, =, O O >
R O B O W

0
0
0
1

AORB

= =, O O >
R O B O

=)

A B | ANANDB
00 1
01 1
10 1
11 0
A B | ANORB
00 1
01 0
10 0
11 0

Ldgica Binaria

NAND: Not AND

NOR: Not OR

Operagoes Logicas:

* Operacgao Xclusive OR

A B | AXORB
0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

* Operacgao Xclusive NOR
A B |AXNORB
0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 1

Ldgica Binaria

A XOR B=A.B+A.B

A XNOR B=A.B+A.B
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Ldgica Binaria

Introdugao:

* Claude Shannon (1916-2001) provou que era
possivel construir circuitos elétricos digitais que

resolvessem todos os problemas que a Algebra de
Boole pode resolver.

* Da-se o nome de Porta Légica (Logic Gate) aos
circuitos logicos que implementam as fungoes

l6gicas.
7
Ldgica Binaria

Introdugao:

* Portas Légicas
NOT

A «D& Y
Y=A
AlY
0
1
8
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Introducao:

* Portas Logicas

Ldgica Binaria

AND OR
A A
SNSRI S
Y=AB Y=A+B
A Bly A By
0 0 0 o0
0 1 0 1
1 0 1 0
11 11
9
Ldgica Binaria
Introdugao:
* Portas Logicas
XOR NAND NOR XNOR
A A A
5 Y B ] v 5 v
Y=A®B Y=AB Y=A+B Y=A®B
A Bly _a 8] A 8lvy 4 Bly
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1
10
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Ldgica Binaria

Introdugao:

* Portas Logicas

NOR3 AND3
A A_]
B Y B — Y
Y = A+B+C Y =ABC
A B C Y A B C|Y
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 110 1 0 1(0
1 1 0 0 1 1 0 0
1 1 1 0 1 1 1 1

11

Ldgica Binaria

Introdugao:

* Especificacao Funcional descreve a relacao (ldgica)
entre as entradas e a(s) saida(s) do circuito légico.

* Normalmente é especificada como uma tabela de
verdade ou como uma equacao Booleana.

« Algebra de Boole
* Mapas de Karnaugh

12
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Introdugao:

* Um circuito logico tem:

Entradas

Especificagdo Funcional

Especificagdo Temporal

Saidas

Ldgica Binaria

13

Introdugao:

* Um circuito légico pode ser composto por sub-

circuitos e, nesse caso, definem-se:

* Entradas
* Saidas

* Internos: nl

g
A g1 |
B E3
:

_

> Y
> Z

Ldgica Binaria

14
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Introdugao:

* Num circuito combinatodrio:

Ldgica Binaria

15

Indice

+ Algebra de Boole.
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Motivacao: O piquenique do Ben

* O Ben foi fazer um piquenique. Ele gosta de
piqueniques se ndo chover e se ndo aparecerem
formigas.

* Escreva uma equacao légica que determine em
funcao de chover e aparecerem formigas se o Ben
gosta do piquenique.

17

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Motivacao: O piquenique do Ben

* O problema consiste em determinar se o Ben gostou
ou nao do piquenique.

* As entradas do sistema sao:

* Podemos escrever a tabela de verdade do problema:

C F|G
0 1

[ = Y )
_ O
o O O

18
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Motivacao: O piquenique do Ben

* Podemos agora descrever a saida do problema
como:

G =CF

* E G pode ser obtido de C e F através do seguinte

D

==
==l
N eNeN o)

19

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Motivacao: O piquenique do Ben

* Podemos também reconhecer a tabela de verdade
da funcao NOR:
G=C+F

* E G pode ser obtido de C e F através do seguinte

circuito:

el =X=l D)
_ O R, O M
oo or QD

20
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Algebra de Boole: Simplificagdo de Equagdes Légicas

Representacao de Fungoes

* Uma funcao légica pode ser representada, como:

* Como as trés formas representam a mesma funcao
tém que ser equivalentes.

e VVamos estudar:

21
Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas
Equac¢ao Booleana
* Uma equacdo Booleana permite fazer a especificacao
funcional da saida em fung¢ao das entradas:
S=F(A,B,C,)
Cout:F(A'B'Cin)
A S
B— & [ 2
— t
Cin U, ou
S =A®B@C,
C.i =AB+AC +BC,_
22
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Algebra de Boole: Defini¢des

* Complemento:

Literal: variavel ou o seu complemento

Implicante: Produto de Literais

Mintermo: Produto que inclui todas as variaveis

Maxtermo: Soma que inclui todas as variaveis

23

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Precedéncias
* Precedéncia dos operadores:
Y=A+BC

e Lé-se
Y=(A+B) CouY =A+ (BC)?

* A prioridade mais elevada é do operador NOT,
seguindo-se o AND e depois o OR.

24
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

* Atabela de verdade que descreve um problema
l6gico pode sempre ser descrita como:

* A descricao de uma funcao Booleana como uma
Soma de Produtos (mintermos) corresponde a
primeira forma candnica.

* A descricdao como um Produto de Somas
(maxtermos) corresponde a segunda forma candnica
de representacao.

25

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Soma de Produtos (SoP)

* Uma tabela de verdade de N entradas tem 2N linhas
gue descrevem o valor da saida para cada
combinacao diferente das entradas

* Cada linha corresponde a um mintermo, i.e., um
produto (AND) de literais

e Cada mintermo assume o valor 1 na sua linha e sé
nessa linha

* Somam-se (OR) os mintermos que assumem o valor
1.

26
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Soma de Produtos: Exemplo

* Escreva a forma Soma de Produtos de Y que é funcao
de duas entradas, A e B, descrita pela seguinte tabela
verdade:

minterm
A B | Y | minterm| name
0 0] o0 2B m,
(o 111 AB m,)
1 0o AB m,
(1 111 A B m,)
Y=F(4, B)=AB +AB =X(1, 3)

27

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Produtos de Somas (PoS)

* Cada linha corresponde a um maxtermo, i.e., uma
soma (OR) de literais

e Cada maxtermo assume o valor 0 na sua linha e s6
nessa linha

* Multiplicam-se (AND) os maxtermos que assumem o

valor 0. maxterm
A maxterm| name

(0 M, )

0
@ )

1

+

=l =]
Rlolro|l<k

| oo | |
<

+
+
+

A
A
Y=F(4, B) = (A4 + B)(4 + B)=11(0, 2)

28
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Exemplo: O Almogo do Carlos

* O Carlos foi comer a cantina. Ele come (C) se:

* Escreva a tabela de verdade que determina as
condicdes em que o Carlos almoca (C)

A B|C
0 0
0 1
1 0
1 1

e Escreva C na forma SoP e PoS.

29

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Produto de Somas e Soma de Produtos

* Qualquer tabela de verdade pode ser escrita usando PoS
ou SoP

* Mas...

* no caso geral a descricdao pode ser demasiado complexa
para ser util.

* Vamos estudar algebra de Boole que nos vai permitir
simplificar as expressdes:

* Todos os Axiomas e teoremas tem um dual, i.e.,
continuam a verificar-se se trocarmos os 0’s por 1’s e os
AND’s por OR’s e vice-versa.

30
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Algebra de Boole: Definigdes e Teoremas

Axiomas
* Al: Valor Binario e A1’: Valor Binario

B=0se B#1 B=1se B+0
* A2:NOT * A2:NOT

0=1 1=0
e A3,Ad4 e A5: AND * A3,Ad e A5: OR

0.0=0 1+1=1

1.1=1 0+0=0

0.1=1.0=0 1+0=0+1=1

31
Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas
Teorema 1: Identidade (elemento neutro)
* B.1=8B
* B+t0=B
B - —
1. =8B
B —
=
32
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Teorema 2: Elemento Absorvente

* B.0=0
« B+l=1

- W
I

33
Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas
Teorema 3: Idempoténcia
* BB=B
* B+tB=B
B — —
5 _ =B
B —
B, r=o
34
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Teorema 4: Involugao

« B=B

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

35
Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas
Teorema 5: Complementaridade
e« B.B=0
« B+B=1
B — —
. f=o
B —
B =
36
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Sumario dos Teoremas

Theorem Dual Name
T1 Be1=8B T1' B+0=B Identity
T2 BeO=0 ALzl B+1=1 Null Element
T3 B+B=8 T3 B+B=B8 Idempotency
T4 B=B8 Involution
TS BeBE=0 T B+EB=1 Complements

37

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Teoremas de varias variaveis

* Teorema 6: Comutatividade

— B+C=C+B

* Teorema 7: Associatividade

— (B+C)+D = B+(C+D)

* Teorema 8: Distributividade
— (B+C).(B+D) = B+(C.D) *

* 0 Unico que é diferente da algebra convencional.

38
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Teoremas de varias variaveis

* Teorema 9: Absorcao (Covering)

— B+(B.C)=8B

* Teorema 10: Adjacéncia (Combining)

— (B+C).(B+C) =B

* Teorema 11: Consenso

— (B+C).(B+D).(C+D) = (B+C).(B+D)

39

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Demonstracao dos Teoremas

* Estes teoremas podem ser demonstrados?

* Uma forma é usar a inducao perfeita que é simples
para teoremas com um numero finito de variaveis.

* Exemplo teorema da adjacéncia (Combining)

40
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Simplificacao de Equagoes Logicas

* Exemplo 1:

Y = A(AB + ABC)

=A(AB(1+C)) (T8 - Distributividade)
=A(AB.(1)) (T2’ - El. Absorvente)

= A(AB) (T1 - Identidade)

= (AA)B (T7 - Associatividade)
= AB (T3 — Idempoténcia)

41

Teorema 12: Leis de DeMorgan

* A negacao do produto é a soma das negacgoes:
=Bo+B1+B2+

B,.B;. B,

e Corolario:

A—

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

42

21



DETI/UA - IAC

PML - 2024

e Corolario:

Teorema 12: Leis de DeMorgan

* A negacdo da soma é o produto das negacdes
BO + Bl + BZ ey — BO'BI'BZ'

B@jy

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

43
Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas
“Bubble Pushing”
* Troca-se a gate OR/AND por AND/OR
* E empurram-se as bolhas
A A
A A
44
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

“Bubble Pushing”

* Qual é a expressao Booleana deste circuito:

1 P,

%EJ
S
=
S|
S

OO W>
||
g |

515
e

Y=AB+ CD

45

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Conjunto completo de operadores

* Define-se conjunto completo de operadores o
conjunto de operadores que permite a
implementacao de qualquer fungdao booleana.

* S3o Conjuntos Completos de Operadores:

* Um conjunto completo com apenas um tipo de
portas pode facilitar o trabalho de quem projeta
0s circuitos.

46
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Operadores NAND e NOR

* Para escrever uma fun¢do apenas com operadores
NAND coloca-se na forma de SoP e de seguida aplica-se
o teorema da involucdo (dupla negacdo) e as leis de
DeMorgan.

* Para escrever sé com operadores NOR comeca-se com a
forma PoS.

* Exemplo:

47

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Outras formas candnicas de representacao

* Formalizando o caso geral da representacao
canonica de fung¢des booleanas temos:

e 12 forma candnica: SoP AND-OR
e 22 forma candnica: PoS OR-AND
e Eainda...

48
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Outras formas canodnicas de representagao

* 32 forma canodnica: SoP

e 42 forma candnica: PoS

NAND-NAND

NOR-NOR

49

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Formas canodnicas de representacao

e Exercicio:

* Determinar as formas canodnicas da funcao:

s f(x,y,z2)=x.y+7Z

50
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Passar da logica para os circuitos

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

* Aimplementacao direta da forma Soma de Produtos
origina uma implementacao légica a dois niveis:

* Convencao de desenho:

51

Passar da logica para os circuitos

* Exemplo:

Vil Yz | Ve

JUU

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

minterm: ABC

minterm: ABC

Rj minterm: ABC

52
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

tos com multiplas saidas

ircui

* Exemplo:

C

Or—1 O O1O0O-HO OO —=O

OO0 OO0 —"A—HOO -

OCOO0COrH 100 O0OO -

OO0 O0OO0COOCO A

Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Ys
Y,
Y

sSloHooo
SlooHoo
o\
slooco-o
™)
sSlococoH
O
<lo — X X X
<|looH X x

A

OO O X

Az

OO OO

Or-IO00O0O00O0O0O0OO0O0OO00OO0O

COrrHOOO0OO0OO0OO0OO0OO0O0OO0OO0O

COO0OOrrHryrdOO0O0O0O0OO00O0O

COO0O0CO0OO0COOrrrrrddd

PRIORITY
CilRCUIT

—A
—A
—A

Circuito de Prioridades
— A

dependente de alguma(s) das entradas.

s

simbolo X para representar os casos em que a saida
ein

* Podemos simplificar a tabela de verdade usando o

Or1Or-1Or1O0Or-Or-HO-HO O

OO0 OO0 —"A—HOO—

OO0 10000

Don’t Cares

53

DETI/UA - IAC

OO0 O0CO0OO0COCO

27

54
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Algebra de Boole: Defini¢des e Teoremas

Circuitos com multiplas saidas

* Circuito de Prioridades: Implementacao

A3A2A1A0
A, A A ALY, Y, Y, Y, N ~Y,
0 0 0 0[O0 0 0 O
0 0 0 1[0 0 0 1 d
000 1 x[0 0 1 0 S Y,
0 1 x x|0 1 0 O
1 X X X|1 0 0 0 Q
g Yo
55
Indice
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Simplificagdo de fungdes booleanas

Mapas de Karnaugh

* As expressOes Booleanas podem ser minimizadas
combinando algebricamente os termos.

* Os mapas de Karnaugh sao um método de
determinar graficamente a minimizacao das
equagoes.

* Comegamos por representar a tabela de verdade
num Mapa e desenhamos “circulos” sempre que
houver 1’s em quadrados adjacentes.

* Na expressao final usamos apenas os literais que
sao invariantes em cada “circulo”.

57

Simplificagdo de fungdes booleanas

Mapas de Karnaugh

* Exemplo com 3 entradas

Truth Table K-Map

A B C|Y Y AB

0 0 o0 o0 C 00 01 11 10
0 0o 110

0 1 01 ol O 1 0 0
0o 1 11

1 0 0] o0

1 0 110 11 0 1 1 0
1 1 o01]o

11 1|1

Y = AB+BC

58
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Simplificagdo de fungdes booleanas

Mapas de Karnaugh: Regras
* Cada 1 no mapa tem que estar dentro de pelo menos
um “circulo”

* O numero de quadrados cobertos por um circulo tem
gue ser uma poténcia de 2, em cada direcao

* O “circulo” pode fechar-se pelas arestas do mapa

* Um don’t care (X) inclui-se num “circulo” se ajudar a
simplificar a equacao

59
Simplificagdo de fungdes booleanas

Mapas de Karnaugh

* Exemplo com 4 entradas:
A B C D|Y v
6 o0 0 0|1 AB
0 0 0 1 0 CD 00 01 11 10
0 0 1 01 ‘ ‘
o 0 1 11 00 1’ 0O O l 1
0 1 0 01O
0 1 0 1|1
0 1 1 01 01 O 1 O 1
0 1 1 1|1
1 0 0 0] 1 S
1 0 o0 1|1 1nM11 10100
1 0 1 o1
1 0 1 110
1 1 0 010 10 1 ' 1 O ‘ 1
1 1 0 110 \. J
1 1 1 o0]o0
1 1 1 110

Y = AC +BD+ABD
60
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Simplificagdo de fungdes booleanas

Mapas de Karnaugh com don’t care

* Exemplo com 4 entradas:

A B C D|Y

0 0 0 01 Y B

0 0 0 110

o o 1 ol1 CDN. 00 01 11 10
0o 0o 1 1|1

o 1 o olo 00 1 0 X 1
0 1 0 1]|X

0 1 1 01

o 1 1 11 01 o0 X X 1
1 0 0 o021

1 0 0 111

1 o 1 olx 1| 1 1 X X
1 0 1 1]x

1 1 0 0]x

11 o0 1lx 10(| 1 1 X x)
1 1 1 0 |x

toio1orlx Y=A+BD+C

61

Ldgica Binaria
Margem de Ruido:
* Niveis Logicos

e Osvalores 0 e 1 existem nos circuitos como tensoes.
Por exemplo:

* (atualmente ~1.3V, antes 5V ou 3.3V)

* Entao e 1.0V? Corresponde aOou 1?

* Ha uma gama de tensdes que correspondem ao nivel
l6gico 0 e uma gama que corresponde ao 1.

62
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Ldgica Binaria

Margem de Ruido:

e Ruido?

* Oqueéoruido?

* Vamos definir agora margem de ruido

63
Ldgica Binaria
Margem de Ruido:
* Margem de Ruido (Noise Margin)

Driver Receiver

| |

| |

Output Characteristics Input Characteristics
DD
Logic High A A o
Output Range w :_oglcglgh
Voo ¢NMH nput Range
Forbidden | Vi
Zone A
. Vo, ¢NML Logic Low
Logic Low A Input Range
Output Range y
GND
NMy =Vou —Vin NM; =V, —Vor
64
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Ldgica Binaria

Margem de Ruido:

* Qs circuitos légicos podem ser de 2 tipos:

* Sem memoria, i.e.,

* As saidas sdao determinadas apenas pelos valores atuais
das entradas.

* Com memoboria

* As saidas sdao determinadas pelas entradas atuais e
passadas.

65

Ldgica Binaria

Especificagcoes Temporais:

* EspecificacOes temporais:

* Logo, as transicGes entre estado ndo sdo instantaneas e por
isso hd um intervalo de tempo desde que as entradas
mudam até que o valor da saida estabilize.

* Durante esse periodo de tempo pode ocorrer que o valor da
saida seja indefinido.

* Chamamos a esse periodo tempo de propagacgao e esta
associado a frequéncia maxima a que um circuito digital
pode operar.

* A algebra de Boole descreve o comportamento dos
sistemas digitais em regime estaciondrio sem considerar
estas variagdes nas transicoes.

66
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Blocos Combinatdrios Basicos

Algumas considerag¢oes sobre tempo

* Uma alteragao no sinal de entrada demora algum tempo a
produzir alteracdo da saida (a propagacdo ndo € instantanea).

A—%Y

—»| delay <€——

Time

\/

67
Blocos Combinatdrios Basicos
Algumas considerag¢oes sobre tempo
* Caminho curto e caminho longo.
Critical Path
A - n1
B - n2
C
0 )y
Short Path
68
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Blocos Combinatdrios Basicos

Algumas considerag¢oes sobre tempo

* Define-se tempo de propagacdo (t,, delay) como o tempo
maximo que o sinal demora a propagar-se da entrada para a
saida.

* Define-se tempo de contaminacdo (t.;) como o tempo
minimo que o sinal demora a propagar-se da entrada para a
saida.

Time

69
Blocos Combinatdrios Basicos
Algumas considerag¢oes sobre tempo
* Glitch: quando apenas uma mudanca da entrada produz mais
do que.um mudanca na saida (varia¢des rapidas nao
Time >
70
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