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. Determine a soma dos n primeiros ntimeros de Fibonacci com indice par e com indice impar.

Indique quais sdo os niimeros de Fibonacci pares.

Para subir uma certa escada, o Pedro consegue, com um tnico passo, avangar um, dois ou trés
degraus. Encontre uma equagao de recorréncia para a sucessao (a,)nenN, onde a, é o nimero de

maneiras possiveis em que o Pedro consegue subir n degraus. Apresente as condigdes iniciais.

Uma experiéncia é executada lancando-se um dado até que aparecam 2 niimeros pares. De-
termine uma equacao de recorréncia para o numero de experiéncias que terminam no n-ésimo

lancamento ou antes.

Determine uma equacao de recorréncia para o niimero de sequéncias binarias de comprimento n

com 3 zeros consecutivos. Indique as condigGes iniciais.

Suponha que uma equacao de recorréncia linear homogénea tem como raizes caracteristicas 1 e

3 com multiplicidade um, e 2 com multiplicidade dois.

a) Explicite a equagdo de recorréncia.

b) Determine a solucao geral desta equacao de recorréncia linear homogénea.
Resolva as seguintes equagbes de recorréncia:

a) pt2 = ap+1 + 6a, —6, n >0, com ag =0 e a; = 6;

b) an —4an—1 +4ap—2=n+2"n>2 comay=0ea; =1;

Sendo p(z) = 222 + x, determine uma férmula fechada para o cdlculo da soma S, = "1 p(i)

comecando por estabelecer uma equagao de recorréncia apropriada.

Determine a equacao de recorréncia linear ndo homogénea com solugao geral a,, = (¢1 4 con)2™ +

c3 + 4n, onde c1, co e c3 sdo constantes.

Sendo p, o nimero de parti¢cdes de um conjunto de cardinalidade n em dois subconjuntos nao

vazios, deduza uma equacao de recorréncia para p, e encontre a respetiva solugao.
Usando transformagoes adequadas, resolva as seguintes equacdes de recorréncia nao lineares:

a) ap = na,—1 + n!, com condigdo inicial ag = 2;
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b) 5nay, + 2na,—1 = 2a,-1, n > 3, com condigao inicial ag = —30;
) an® =an_1%2,n>2, a; =2 (assume-se que a, > 0, para todo o n > 1.
d) an =2(an_1+2(an_2+---+2(ay + 2(ap + ag)?)?...)?)?, com ag = 2 e a1 = 2(ap + ap)?.

Seja h(k,n) o nimero de possibilidades de colocagdo de k pacientes numa sala de espera com
n cadeiras em linha, de tal forma que os pacientes nao se sentam em cadeiras vizinhas, deduza

uma relacdo de recorréncia para h(k,n).

Os nimeros de Lucas sao definidos por
Ly=Lp 1+ Lpo (n > 2)7
e Lo =2 e L; = 1. Obtenha uma férmula fechada para L.

Defina a série geradora ordindria para a sucessao (a,)nen, onde a, é o nimero de solugoes inteiras

da equagdo x1 + xo + x3 + x4 = N, NOS casos em que
a) 0<x1<5,0<29<3,2<23<8,0< x4 <4;
b) 0 <x; <8, parai=1,2,3,4, 1 é par e zo é impar.

a) Use uma série geradora para modelar o nimero de diferentes resultados numa eleigao (se-
creta) para eleger o delegado de uma turma com 27 alunos, dos quais 4 sdo candidatos?

Qual é o coeficiente dessa funcdo geradora que nos da a resposta?

b) Suponha que cada aluno que é candidato vota em si préprio. Neste caso qual é a série

geradora e o coeficiente desejado?
¢) Suponha que nenhum candidato recebe a maioria dos votos. Repita a alinea 15a.

Calcule o nimero de possibilidades de troca de 50 euros em notas de 20 euros, 10 euros e 5
euros e moedas de 2 euros e 1 euro, sabendo que dispée no maximo de cinco moedas de 1 euro,
cinco moedas de 2 euros e cinco notas de 5 euros (ndo havendo qualquer limitagdo em relagao

as restantes notas).

Determine o niimero de solucbes inteiras nao negativas da equacao

3a+2b+4c+2d =r.

Determine as séries geradoras das seguintes sucessoes:

a) b, = nk™, para n € IN;

b) ¢, =k +2k% +3k3 +--- + nk", paran € IN;

c) ap = Cran—1 + C2an—2, com ag = —1 e a1 = 2, onde C; e Cs sdo constantes.
Determine as sucessoes (a,)neN associadas as seguintes séries geradoras:

a) (24 )%
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b) (1_3#)2 +2 — g2
20. Resolva as equacoes seguintes utilizando o método da série geradora:
a) ap = nap_1, n > 2, com a; = 1;
b) an =an—1+n,n>1, com ag = 1;
¢) an = 3an_1, paran > 1, com ay = 2;
d) up = up_1 +n?, paran > 1, com ug = 2;
e) Up+1 = 3u, — 1, paran > 0, com uy = 1;
f) upt+o — Bupy1 +6u, =0, n >0, com ug =0 e u; = 1.
21. Considere a relacao de recorréncia u, — 2u,—1 = 4", n > 1, ug = 1.
a) Mostre que a série geradora da sucessao (uy,) é m.
b) Determine uma férmula nao recursiva para wuy,, n > 0.

22. a) Escreva a série/funcio geradora ordinéria ap + a1z + agz® + --- (com a, = n) como um

quociente de polinémios (uma fungéo racional).

z(x+1)

b) Mostre que (= 2

¢é a série geradora da sucessao definida por a,, = n°.

¢) Seja (an)nen definida por ap =0, a1 =a e
_ 2
ap = Qp_o —N°, N> 2.

Obtenha a funcao geradora ordindria desta sucessdo como soma de func¢oes racionais. Use

as respostas das questoes anteriores.
d) Obtenha uma férmula fechada para a sucessdo dada na alinea anterior.

23. Mostre que, para todos os z,y € R en € N,

Aqui: (2)p, =2(z—1)----- (z —n+1), em particular (2)g = 1.

1
= -2
24. Determine os nimeros binomiais generalizados (;) e ( 3 )

25. Determine todos os niimeros reais z para os quais o nimero binomial generalizado <2> é 28.

26. a) Mostre que, para todos os n,r € N,

()= er()
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b) Mostre que (14 z)™" = Z (}:) z*

k=0

Sugestdo. Recorra ao desenvolvimento em série de (1 + x)®.

27. Partindo da série geradora dos nimeros de Fibonacci, mostre que os nimeros de Fibonacci F,

Fn:Jé(”;j)

28. Resolva o sistema de equagodes de recorréncia

sdo determinados pela expressao

ap = 3an_1 + 2by 1

by = ap—1+bp_1

com condicdes iniciais ag = by = 1.

Algumas solucoes

1 F2n—1 (§] an —1.
2 F3p1,n>1.

3 Tenha em conta que podemos partir o nimero de maneiras de subir n degraus em trés conjuntos
disjuntos. O conjunto X; de todas as subidas possiveis em que no primeiro passo se avanca
apenas um degrau (cuja cardinalidade é a,,—1), o conjunto Xo de todas as subidas possiveis em
que no primeiro passo se avancam dois degraus (cuja cardinalidade é a,_2) e o conjunto X3 de

todas as subidas possiveis em que no primeiro passo se avancam trés degraus (cuja cardinalidade

é ap_3).
4 a0:0,a1:()ean:an_1+(n—1)><3><3”_2><3,paran22.

5 Note que o niimero de sequéncias que terminam em 1 é a,_1, o nimero de sequéncias que terminam
em 10 é a,_9, 0 nimero de sequéncias que terminam em 100 é a,_3 e o nimero de sequéncias

que terminam em 000 é 273,
6 1. a,—8a,—1+23a,—2— 28a,—3+ 12a,,_4 = 0.
2. ap = A+ B3"+ C2" + Dn2™, para todo n > 0, com A, B, C e D constantes.

7 1l oay,="5+ (_2%n+3 + 1, para n > 0.

2. ap = (—4+ 3n)2" +n?2""1 + 4+ n, para n > 0.

8 S1=3¢S5,=S,_1+2n%>+n,n>2.

S, — 2n(n + 1)6(2n +1) n n(n2—i- 1) _ n(n + 1)6(4n + 5)7 N>
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9 a, —5ay_1+ 8ap—o —4a,_3 = 4.

10 Se {AU{n}, B} é uma particao de {1,...,n}, entdo ou {A, B} é particaiode {1,...,n—1} ou A = @
e B={1,...,n—1}. Note-se que {A,B} = {B, A}, a1 =0 (e ag = 1). Logo, a, = 2a,,—1 + 1,
n>2 (ou any1 = 2a,+1, n > 1). Esta equacio de recorréncia tem como solucio a, = 2"~ ! —1,
n > 1.

11 (a) Substitui¢do: a,, = b, x nl. Férmula fechada: a, = (n + 2) - n!, para todo n > 0.

—3x(—2)"

-En—3 —, para todo n > 2. 5F6rmula

(b) Substitui¢do: a, = b,/n. Férmula fechada: a, =
fechada:

n—1
¢) Substituicao: b, = log, a,. Férmula fechada: a, = 2@) , para todo n > 1.
2

-3 para n > 0.

(d) Substituicdo: b, = log, a,. Férmula fechada: a,, = 22
12 h(k,n) = h(k,n — 1)+ kh(k —1,n—2), para k > 1en > 1.
13 Ln — (1+2\/5> 4 <1—2\/5>

14 1. Q4z4+---+2)A+z+22+2) @2+ 234+ - +2)Q + 2+ - +24).

2. 1422 +zt+2+a®) e+ 22+ 25 +2") 1+ + 2+ 23+ +2%)2
2 27\4 - 27 i . (30 ~ : :
15 1. 1+x+2°+---+2°")% coeficiente de z°" cujo valor é 5 (ndo pedido no enunciado).
2 24\4 : 27 i . (26
2. (z+2°+ -+ 2°%)%, coeficiente de z*’, cujo valor é Nk
2 1314 . o7 . , 30 16

3. 1+z+x*+---+x)% coeficiente de z°", cujo valor é 5 —4 Nk

16 Coeficiente de z°° na série geradora

(1—!—334—--~+$5)(1+$2+-~-.%'10)(1+.%'5+--~—|—$25)(1+$10+~--+1‘50>(1+1’20+$40)

(1 _ .%'6)(1 _ 1'12)(1 _ 1'30)(1 _ 1'60)2
(1—2)(1—22)(1 —2°)(1 — 219)(1 — 220)

17 Coeficiente de " na série formal

1
(=) — 2P —aT)

(123 +2%+2+- ) A+ +at+ab 4+ 2Q+at +a 422+ ) =

kx
18 1 i

kx
2, (I—2)(1—kz)2"

3 —1+(24+C1)z
© 1-Crx—Chz?

19 1. ag=16,a1 =32,a2 =24, a3 =8, ags =1, a, = 0, para todo n > 5.
2. a9 =2, a1 =6, ag = —25, a, = —3(—2)"n, para n > 3.

20 1. ap =mn!, para todon > 1.
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2. a, =1+ (ngl), para todo n > 0.
3. an = 2(3)", para todo n > 0.
4. up = w + 2, para todo n > 0.
5. Up = #, para todo n > 0.
6. u, = —2" 4+ 3", para todo n > 0.

21 (b) u, = 27Tt — 27 para todo n > 0.

22 (a)

T

[(=Es

(d) ap =L — o (—1)" - %, para todo n > 0.

(3

25 {-7,8}

28 a, =

1+2\/§(2 +/3)" + 1_2‘/?:(2 —V3)"eb, = % ((2 +V3)" + (2 - \/3)”), para todo n > 0.




