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CAPITULO 2
PRINCiPIOS DE ENUMERACAO
COMBINATORIA



INTRODUCAO



EXEMPLOS DE PROBLEMAS DE CONTAGEM

Exemplo

- Quantos sequéncias binarias de comprimento n existem?

+ Quantos nimeros de 4 algarismos (divisiveis por 5) se podem
escrever com os digitos 1,...,9?

- Quantas maneiras existem de colocar k bolas em n caixas?
+ Quantas sequéncias binarias com k uns e n — 1 zeros existem?

- Sejam R,n € IN. A equacao x; + - - - + X, = k tem quantas solugoes
com x; € IN?

+ Sejam 50 pessoas numa sala de 7 m x 7 m. Entao, ha duas pessoas
que estao a uma distancia inferior a 1.5 metros entre elas?



RECORDAMOS

Definicao
Seja f: A— B uma funcao. Entao, f diz-se
. quando, para todosos x,y € A: f(x) =f(y) = x=y.

quando todo o y € B é imagem de algum x € A; isto &,
para todo o y € B existe um x € A com f(x) = y.

quando f é injetiva e sobrejetiva.

Definicao

Uma funcao f: A— B diz-se quando existe uma fungao
g:B—Acomgof=idyefog=idg.

Teorema
f: A— B éinvertivel se e somente se f é bijetiva.

Nota
Para um conjunto finito A, denota-se por |A| o nimero de elementos de A.
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1. O PRINCIPIO DA GAIOLA DOS POMBOS



O PRINCiPIO DA GAIOLA DOS POMBOS

Aideia
n voam para m . Se n > m, entdo pelo menos
uma ira ter mais de

Também conhecido como «o principio das gavetas de Dirichlet».
Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859), matematico alemao.

Mais formal

Sejam A um conjunto e (A, ...,Ay,) uma sequéncia de subconjuntos de A
dois a dois disjunta com

A:A1U"'UAm.
Se |A| > m, entdo |A;| > 1 paraalgum1 <i<m.

Formulagao alternativa

Sejam A e B conjuntos finitos e f: A— B uma funcao. Se |A| > |B|, entao
existem dois elementos x,,x, € A com f(x;) = f(x,) (f ndo é injetiva).

A contraposigao € «mais obvia»: Se f: A— B € injetiva, entdo |A| < |B.



EXEMPLO 1

Exemplo
Ha duas pessoas aqui na sala que fazem anos no mesmo mes.

Consideremos a funcao

f: {pessoas na sala} — {janeiro, ..., dezembro},

p — 0 més do nascimento de p
com

|{janeiro, ..., dezembro}| = 12

|{pessoas na sala}| >12  (espero).

Logo, f nao é injetiva.



EXEMPLO 2

Exemplo

Sejam 50 pessoas numa sala de 7 m x 7 m. Entdo, ha duas pessoas que
estdo a uma distancia inferior a 1.5 metros entre elas.

Dividimos a sala em quadrados «unitarios» e consideremos a funcao

f: {as pessoas na sala} — {os quadrados}

p — o0 quadrado onde p esta
(se p esta na fronteira, escolhemos um dos quadrados). Como
|[{as pessoas na sala}| =50 e |{os quadrados}| = 49,
ha duas pessoas p e g no mesmo quadrado (f ndo é injetiva). Logo:

«a distancia entre p e g» < o comprimento do diagonal do quadrado

=2 < 15.



O TEOREMA DE APROXIMACAO DE DIRICHLET (10)

Teorema

Para todos os o € R e n € IN, n > 1, existem nlimeros inteiros p e q com
ge{1,...,n} tal que |ga — p| < 1.

Nota
1 1
Logo, a—p‘ € =< =,
gl gn —n
Notacao

Para x € R, denota-se por 0 maior nimero inteiro a com a < x.



O TEOREMA DE APROXIMACAO DE DIRICHLET (10)

Teorema
Para todos os o € R e n € IN, n > 1, existem nlimeros inteiros p e q com
ge{1,...,n} tal que |ga — p| < 1.

Demonstragao.
- Para cada k € {0,1,...,n}, consideremos ry = kRa. — |Ra| € [0,1].
- Consideremos a fungao
f:{o,1,...,n} — {[o, 2], [%, 2], ..., [=21]}
k — o intervalo Z comr, € Z

+ Pelo principio da gaiola dos pombos, existem nimeros [ e k em
{0,1,...,n} (digamos [ < k) tal que |r; — ry| < 1.
+ Portanto,
1> |Ra — |Ra] — la+ [lof| = |(R — Da — ([Rae] — [la])]
eescolnemosg=kR—-1le{1,...n} ep = |Ra| — |lo]. O



MAIS UM EXEMPLO

Exemplo

Num torneio em que participam n > 2 equipas de futebol, todas as
equipas jogam uma vez umas com as outras. Mostre que em cada
jornada pelo menos duas equipas realizaram o mesmo nimero de jogos
até esta jornada.

Fixamos uma jornada, e consideremos

N: {as n equipas} — {0,1,...,n—2,n —1}.
e — 0 nUmero total de jogos de e

Caso 1: Cada equipa realizou pelo menos um jogo. Entao, podemos
considerar acima o conjunto de chegada {1,...,n —1};
pelo principio da gaiola dos pombos, N nao é injetiva.

Caso 2: Pelo menos uma equipa nao realizou nenhum jogo. Logo,
nenhuma equipa realizou n — 1jogos e por isso (ver acima),
pelo principio da gaiola dos pombos, N nao é injetiva.



GENERALIZANDO

Ideia

Suponhamos que temos m caixas. Se em cada caixa ha no maximo k
bolas, entao temos no maximo mk bolas.

Contraposicdo: Se temos mais do que mk bolas, entao uma caixa tem
mais do que k bolas.

Mais formal

Sejam A um conjunto e (A, ...,Ayn) uma sequéncia de subconjuntos de A
dois a dois disjunta com

A:A1U"'UAm.

Se km < |A|, entao, |A;| > k para algum1 < i< m.

Formulagao alternativa
Sejam A e B conjuntos finitos e f: A— B uma funcao.
Se R|B| < |A|, entao existem R + 1 elementos em A com a mesma imagem.



UM EXEMPLO

Exemplo

Na area metropolitana de Lisboa, ha pelo menos 15 pessoas com o
mesmo numero de fios de cabelo na cabeca.

(Cada pessoa tem no maximo 200000 fios de cabelo na cabeca e na area
metropolitana de Lisboa residem 2,870,208 pessoas®.)

Agora consideremos a funcao «nimero de fios de cabelo na cabeca»:
f: {Lisboetas} — {0,1,...,200000}.

Como 14 - 200001 < 2870208, existem pelo menos 15 Lisboetas com «a
mesma imagempy, isto &, com o mesmo nimero de fios de cabelo na
cabeca.

%fonte: Wikipédia.



2. O PRINCIPIO DA BIJEGAO



TRANSPORTAR PROBLEMAS (DESCONHECIDO ~~ CONHECIDO) (14)
O principio da bijeccao

Sejam A e B conjuntos (finitos). Se existe uma funcao f:A—B
entre A e B, entao A e B tém o mesmo nimero de elementos.

Nota

Tipicamente utilizamos este principio quando é mais facil contar os
elementos de um destes conjuntos.

Exemplo

Existe uma bijecdo entre o conjunto C dos nimeros naturais de 4
algarismos em A = {1,2,...,9} e 0 conjunto A“.

De facto, a fungao
f:A*—C, (a1,0,,03,0,) — a;10° + @,10% + @510 + @,

é bijetiva.



TRANSPORTAR PROBLEMAS (DESCONHECIDO ~~ CONHECIDO) (14)
O principio da bijeccao

Sejam A e B conjuntos (finitos). Se existe uma funcao f:A—B
entre A e B, entao A e B tém o mesmo nimero de elementos.

Nota

Tipicamente utilizamos este principio quando é mais facil contar os
elementos de um destes conjuntos.

Exemplo
Determinamos o numero de subconjuntos de X = {1,...,n}.
A funcao
P(X) — {as sequéncias binarias de comprimento n}
A+— a,a,...a, ondeaq;= {1 ’:GA’
0O I¢A
é bijetiva (porque é invertivel).
Falta determinar o nimero de tais sequéncias ...



3. OS PRINCIPIOS DA ADICAO E DA MULTIPLICAGAO



DoIS PRINCIPIO SIMPLES

O principio da adicao

Sejam A,, A,, ..., A, conjuntos finitos (isto é, tais
que AjNA; = @, para i # j). Entao

n
Ua
i=1

n
=> |Al
i=1

O principio da multiplicacao

Sejam A,, A,, ..., A, conjuntos finitos. Entao
|A1><A2X'-'XAn|:|A1|"A2| ..... |An|

Ilustracao




EXEMPLOS

Exemplo
- 0 nimero de sequéncias binarias de comprimento n é 2".

Contamos os elementos de {0,1} x - -+ x {0,1}.

nvezes
+ Logo, para um conjunto X com n elements: |P(X)| = 2".

+ Qual & o nimero de nimeros naturais com 4 algarismos que se
pode escrever com os digitos 1,...,9?

Determinamos o tamanho do conjunto

{1,...,9}%
ou seja, existem 9% = 6561 tais nimeros.

+ Qual é o nimero de nimeros naturais com 4 algarismos que se
pode escrever com os digitos 0, ..., 9 e que sao divisiveis por 5?

O conjunto
{1,...9} x{0,1,...,9}*> x {0,5}
tem 1800 elementos.



MAIS UM EXEMPLO (17)

Exemplo

Determinamos o nimero das palavras de comprimento 5 que se podem
escrever com 0s simbolos «a», «b», «c», «(», «)» de modo que

- 0 nimero de «(» é igual ao niimero de «)»,

- em cada parte inicial da palavra, o nimero de «(» é maior ou igual
ao niimero de «)»,

« entre 0s simbolos «(» e «)» esta pelo menos um dos simbolos
«a,b,c».

Seja S o conjunto destas palavras, e consideremos

+ So = {p €S| p nao tem nenhuma paréntese},

« S, = {p €S| ptem exatamente uma vez o simbolo «(»},

+ S, = {p € S| p tem exatamente duas vezes o simbolo «(»},
logo S = S, US; US, (dois a dois disjunto), e por isso

S| = ISo| + [Sa] + |-



MAIS UM EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo
Temos:
* [So| =3° = 243.
- 5, =S2US* USSP US*USIPuUSP®  (dois a dois disjunto).
Aqui o primeiro nimero indica a posicao de «(», o segundo niimero
indica a posigao de «)».
Portanto: |S'| =33 =27, logo |S,| = 6 - 27 = 162.

S, ={«((@))», «((b))», «((c))»}, logo |S,| = 3.

Conclusao: [S| =243 4 162 + 3 = 408.



4. GENERALIZACOES



GENERALIZANDO ...

0 principio da multiplicacao generalizada
Suponhamos que temos um procedimento com n escolhas onde ha
* r, possibilidades para a primeira escolha,

« r, possibilidades para a segunda escolha (o nimero de escolhas é
independente da primeira escolha),

* rp possibilidades para a Gltima escolha (o niamero de escolhas é
independente das escolhas anteriores);

Entao, existemry - ry - --- - r, maneiras de realizar o procedimento.

Exemplo
- [{os nUmeros com 4 algarismos distintos}| = 9-9-8-7 = 4536.

- Para A = {os nimeros com 4 algarismos distintos em 1,...,9, um
deles igual a 5},

Al =4-8-7-6=1344



GENERALIZANDO ... (20)

Nota
O principio da adicao € apenas valido quando os conjuntos A,, ..., A,
sao . Mais geral, temos:

0 principio de inclusdo-exclusao
+ Para os conjuntos finitos A, e A,:
|A1 UAs| = |A4] + [As| — |A DA
- Para os conjuntos finitos A;, A, e A;:
= |Aq| + |A; UAs| — |A; N (A UA;)|
= |A1] + |Az UA3| = [(A1 N Az) U (A NA)|
= |As| + |A2| + |As| — |A2 N A3| —
(JA N Ay + |A N As| — |A N A NA;))



O PRINCIPIO DE INCLUSAO-EXCLUSAO

Teorema
Em geral, para os conjuntos finitos A,, A,, ..., Ap:

n

|A1U---UAn\:Z(—1)'*+1 Z AN NA; |

k=1 1<ii<---<ig<n

Abraham de Moivre (1718), Daniel da Silva (1854), James Joseph Sylvester (1883), ...

Exemplo

Determinarmos o niimero de niimeros entre 1 e 1000 que sao divisiveis
por 3 ou por 5.

- SejaAp = {n e {1,...,1000} | kdivide n} (kR=1,2,...).

+ Assim,
[A3 UAs| = |As| + [As| — [A3 N Ag|
1000 1000 1000
= + —
e 1 = ==

= 333 + 200 — 66 = 467.



UM EXEMPLO (22)

Exemplo
Quantas palavras de comprimento 10 com letras em {a, ...z} (23 letras)
existem que ndo contém todas as vogais («a,e,i,0,u»)?

Sejam A, ..., Ay 0s conjuntos das palavras de comprimento 10 sem «a»,
..., «u», respetivamente. Entao, procuramos |A; U - -- U Ay|.

© |Ag| = -+ = |Ay| =22"°.

© JAgNAe| =+ =]Ao NA,| =217°.

c JAgNANA| =---=]ANA, NA,| =20.

cJAGNAcNA NA| = =|AcNA NA, NA,| =197°.

© |AgNAeNA; NA, NA,| =18"°.

Ha 10 interseccoes de 2 conjuntos, 10 intersec¢oes de 3 conjuntos e 5
interseccoes de 4 conjuntos. Logo,

[AgU---UA,|=5-22"° —10-21"° + 10 - 20" — 5-19™ + 18™°.



FORMULAGAO ALTERNATIVA

Subconjuntos vs. propriedades

Sejam X um conjunto finito, p,, ..., p, propriedades aplicavel aos
elementos de X e N(iy, I, - . ., ir) 0 nUmero de elementos de X que tém

pelo menos as propriedades p;, p;,, ... € p;,.

O nimero de elementos de X que tém pelo menos uma das propriedades

p.,...,Pn € dado por
Al = N(1) +--- + N(n)
(1,2) = --- = N(n—1,n)

+ (-1)"'N(1,...,n).
Nota: Sendo A; = {x € X | pi(x)},

A=A U---UA,, |A;, NA;, N - NA;| = N(is, Iz, . ...



FORMULAGAO ALTERNATIVA

Subconjuntos vs. propriedades

Sejam X um conjunto finito, p,, ..., p, propriedades aplicavel aos
elementos de X e N(iy, I, - . ., ir) 0 nUmero de elementos de X que tém

pelo menos as propriedades p;, p;,, ... € p;,.

O nimero de elementos de X que tém nenhuma das propriedades
p.,...,Pn € dado por

X\A] = [X] = N(1) = --- = N(n)
+N(1,2) +---+N(n—1,n)
—N(1,2,3)—---=N(n—2,n—1,n)
4F oocooo0oa

+(-1)"N(1,...,n).
Nota: Sendo A; = {x € X | pi(x)},

A=A U---UAj, |Ai, NA;, N - NA; | = N(is, I, . . ., Ig).



5. O PRINCIPIO DA BIJECAO (OUTRA VEZ)



MAIS EXEMPLOS (24)

Exemplo

0 namero das solugdes da equagao X, + - -- + x, = kR (com x;, R, n € IN)
coincide com o nimero de maneiras de colocar k bolas indistinguiveis
em n caixas numeradas.

Exemplo

0 nimero de maneiras de colocar k bolas indistinguiveis em n > 0
caixas numeradas coincide com o nimero de sequéncias binarias com R
uns e n — 1 zeros.

[ e o] [ [] [o o o]

111 0] 1 (0) (0) 1111

Exemplo

O nimero de sequéncias binarias com kR uns e m zero coincide com o
nimero de subconjuntos de k elementos de um conjunto de R + m
elementos.



EXEMPLO

Exemplo

O namero de sequéncias binarias com k uns e m zeros coincide com o
nlimero de subconjuntos de k elementos de um conjunto de k + m
elementos.

De facto, com X = {1,..., R+ m}, a funcao

{AC X||Al = R} — {sequéncias binarias com k uns e m zero}

1 i€A,
A— a:.Q,...0py, oONdea; = )
0O i¢A

tem a fungao inversa

{sequéncias binarias com k uns e m zero} — {A C X | |A| = R}



Voltaremos a estas questoes no

Capitulo 3: Agrupamentos e Identidades Combinatorias.
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