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CAPITULO 3
AGRUPAMENTOS E IDENTIDADES
COMBINATORIAS



INTRODUCAO



INTRODUGAO

Questoes
Quantas maneiras existem de escolher k elementos numa cole¢ao de n
elementos?
Resposta: Depende ... (do que consideramos diferente) ...
+ Podemos repetir elementos?
- A ordem das escolhas interessa?

Nomenclatura
Falamos de

quando a ordem das escolhas interessa,

« ede quando a ordem das escolhas nao interessa.

- Utilizamos o adjetivo para indicar que nao permitimos
repeticoes.
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1. ARRAN)OS



ARRANJOS COM REPETICAO (6)

Definicao
Um € uma «maneira» de
escolher k elementos entre n com repeticao e dependente da ordem; ou
seja, € uma funcao do tipo

f:{1,...,R} —{1,...,n}.

O nimero de arranjos com repeticao de n elementos k a k denota-se por

Como calcular?

A’(n,R) = nk (pelo principio da multiplicagao).

Nota (o caso de k = 0)
Para cadan € IN: A"(n,0) = n® = 1. Em particular, A"(0,0) = 0° = 1.



EXEMPLOS

Exemplo

Supondo que temos 6 pessoas, e fazemos a cada uma a pergunta «Qual
é o dia da semana do seu aniversario?». Qual é o niimero de possiveis
respostas?

Resposta: A’(7,6) = 7° = 117649.

Exemplo

Supondo que se encontra disponivel um niimero nao limitado de bolas

e sabendo que as bolas da mesma cor sao
indistinguiveis, determine o nimero de sequéncias de 5 bolas que é
possivel formar?

Ou seja, fazer uma sequéncia de k = 5 escolhas em {e, e, o}.

Resposta: A'(3,5) = 3° = 243.



ARRANJOS SEM REPETICAO

Definicao

Um (ou ) de é
uma «maneira» de escolher k elementos entre n e
dependente da ordem; ou seja, &€ uma fungao do tipo

fi{,... R} —{1,....n}

O nimero de arranjos sem repeticao de n elementos k a k denota-se por

Como calcular?
AS(n,R)=n-(n—1)-(n—2)----- (n7k+1):(ni!k)n-

k fatores

(pelo principio da multiplicacao generalizada).

Nota (o caso de n = R)
A3(n,n) = o numero de permutagoes de n elementos = n!.



EXEMPLOS

Exemplo

Determinamos o nimero de formas distintas® de sentar k pessoas
retiradas de um grupo de n pessoas

« num banco corrido.

Resposta: A°(n, R).

* numa mesa redonda.

Aqui identificamos as maneiras que se obtém (uma a partir da

outra) por rotagdo. Portanto, a resposta é
A(n,k)

%duas «formas» sao iguais se envolve as mesmas pessoas e cada pessoa tem 0s memos
vizinhos nos mesmos lados.



MAIS UM EXEMPLO

Exemplo

Qual o niimero de alinhamentos possiveis de 12 escuteiros de tal modo
que dois deles (fixos) sejam sempre vizinhos um do outro?

Sejam A e B estes dois escuteiros, e tiramos A do grupo. O nimero de
todos os alinhamentos dos restantes 11 é

11! = 39916800.

Em cada destes alinhamentos, podemos inserir A ou a esquerda ou a
direita de B; portanto, o nimero de alinhamentos onde A e B sao
vizinhos é

2 - 11! = 79833600.



2. COMBINAGOES



COMBINAGOES SEM REPETICAO (11)

Definicao
Uma (ou )

€ um subconjunto de k elementos de um conjunto de n
elementos.

(3) denota o niimero de combinagdes simples de n elementos k a k.

Como calcular?
k fatores
n\ AR n-(n—-1)-----(n—kR+1) n!
k) Rl R! (n—R)IR
Ideia




EXEMPLOS

Exemplo

Ha 6 tipos de bilhetes da lotaria. Quantas maneiras existem de comprar
3 bilhetes de tipos diferentes?

Resposta: (%) = &34 = 20.

Exemplo

Num grupo de 16 raparigas e 15 rapazes, quantos grupos de 5 pessoas
com pelo menos 3 rapazes se pode formar?

Resposta:

15 16 15 16 15\ (16
: : : = 54600 + 21840 + 300
(3> (2>+<4> <1>+<5> <0> P00 T IRA0 T 3003

= 79443.



ALGUMAS PROPRIEDADES

Teorema
Sejam n,k € IN com k < n. Entdo:

1 (k) = (Z%)-

2. () = (") + (;27) (suponhamosn >oek > o).
n

3. ) () =2"
i=0

Ideia
Sejam X ={1,2,...,.nteY={1,2,...,n—1}L
Sobre 1: A funcao
fAACX| A=k} — {BCX||B|=n—k}
A—s A°

é invertivel e por isso bijetiva.



ALGUMAS PROPRIEDADES

Teorema
Sejam n,k € IN com k < n. Entdo:

1 (k) = (Z%)-

n—1 n—1

2. () = (") + (;27) (suponhamosn >oek > o).
32 =2"

Ideia
Sejam X ={1,2,...,.nteY={1,2,...,n—1}L
Sobre 2: Temos:
{ACX|IAl =k} ={ACX||Al=kn¢A}UACX| Al = k,ncA}
={ACY[|Al=kiu{BU{n} |BCY,|Bl=k—1}



ALGUMAS PROPRIEDADES

Teorema
Sejam n,k € IN com k < n. Entdo:

1 (k) = (Z%)-

2. () = (") + (;27) (suponhamosn >oek > o).
n

3. ) () =2"
i=0

Ideia
Sejam X ={1,2,...,.nteY={1,2,...,n—1}L

Sobre 3: Temos:
n

PX) =JfAcX] A=}

={gru{{n},....{n}}u---U{X}

(dois a dois disjunta).



O TRIANGULO DE PASCAL (14)

Recordamos:
A recorréncia
(o)
@) () 3 3
(c) (%) () 3) ()
1 3 3 1



A FORMULA BINOMIAL DE NEWTON

Teorema
1. Sejam x € R e n € IN. Entdo,

(1+x)" = 3 (Z)xk.

n
. n
2. Em particular, com x = 1: § (k) ="

k=0

3. Em geral, para todos os a,b € Ren € IN:

(a+b) = Z (2) akbr =k

k=0

O niimero () diz-se também



MAIS UM EXEMPLO

Exemplo (Recordamos de «Enumeragao Combinatoria»)

O nimero de sequéncias binarias com kR uns e m zeros coincide com o
niimero de subconjuntos de k elementos de um conjunto de R + m
elementos.

Logo, ha (*1™) tais sequéncias bindrias.

Ideia. De facto, com X = {1,..., R+ m}, a fungao

{AC X ||A| = R} — {sequéncias binarias com k uns e m zero}

1 i€A,
A— a,a;...0p,.,m oOndeaq; = )

0 i¢A
tem a fungao inversa

{sequéncias binarias com k uns e m zero} — {A C X | |A| = R}

a0y ...0,m— {i €X|a;=1}.



E UMA CONSEQUENCIA

Exemplo (Recordamos de «Enumeragao Combinatoria»)

0 namero das solugdes da equacao x; + --- +x, = R (com x; € N, n > 0)
coincide com o nimero de sequéncias binarias com k uns e n — 1 zeros.

Portanto, o nimero de solucdes & (""F 7).

Ideia
A uma tal solugao (s,,...,Sn) corresponde a sequéncia

1...1701...10...01...1.
~— =~ S~

S, vezes S; vezes Sp vezes

Exemplo: Consideremos a equagao X, + X, + X3 = 5.

(2,3,0) — 1101110, (2,2,1) — 1101101.



MULTICONJUNTOS

Definicao
Seja X um conjunto finito. Um M em X é um par (X,v) onde

v: X — IN. Aqui v(x) representa «o nimero de repeticoes» de x ou «a
multiplicidade» de x.

O namero », ., v(X) designa-se por ou
ou
Nota
Seja M = (X, ) um multiconjunto com X = {x,,...,X,}. Com a; = v(X;),

representamos o multiconjunto M da forma mais intuitiva por

M={x{ ....x"} ou M={Xy,...Xq,...,Xn,...Xn}
———

a, vezes an vezes



COMBINAGOES COM REPETICAO

Definicao
Uma éum
multiconjunto de kR elementos num conjunto de n elementos.

O nimero de combinagdes com repeticao de n elementos k a k
denota-se por ().

Exemplo
Escolher 3 elementos em {1,2,3,4}: Intuicdo: «114» = «141» # «143».

Teorema

O niimero de combinagoes com repeticdao de n elementos k a k é igual ao
nimero de solugoes de x, + - - - + X, = R com x; € IN. Portanto, se n > 0,

() -7 -0050)



UM EXEMPLO (20)

Exemplo

Vamos determinar o niimero de possibilidades de colocacao de 20 bolas
indistinguiveis em 5 caixas numeradas, com pelo menos duas bolas em
cada caixa.

Comecgamos por por duas bolas em cada caixa. Depois, para cada uma
das restantes bolas, escolhemos uma das 5 caixa; ou seja, fazemos uma
sequéncia de 10 escolhas entre 5 elementos

(por exemplo: 13353 ...2)

mas o resultado final & independente da ordem das escolhas (no fim,
apenas podemos observar quantas bolas estdo em cada caixa).

Portanto, temos uma combinagao com repeticao de 5 elementos 10 a 10:

((5)) _ <1o+5—1> _ (14) _ 14-13-12-11 1311 — 1001,
10 4 4 4-3-2-1



ALGUMAS PROPRIEDADES

Teorema
Sejam n, k € IN. Entdo:

1) =1

2. Parak >0, (}) =o.
3. Paran>oek>0, () = (1) + (7).

Ideia.
Consideremos X = {x, ..., Xp }. Entao,

{k-multiconjuntos em X} = {k-multiconjuntos em X com v(x,) > 0}

U {k-multiconjuntos em X com v(x,) = 0}.

O



RESumoO

Escolher k elementos entre n elementos:

com repeticao

sem repeticao (simples)

dependente da or-
dem (arranjos)

A’(n, k) = nk

A(n,R)=n-(n—1)---(n—k+1)

k fatores

independente da or-
dem (combinacdes)

\.

() =75

se (n > 0)

k fatores

—_—
_ n(n=1)----(n—R+1) __ nt
- kY — (h—R)'R!

(k)

(coeficiente binomial)

Algumas igualdades:

k=0

: (a+b)”_2<z

e )
0

n—1
R

B n
“\n—-m)’
o (173) o




3. PERMUTACOES COM REPETICAO



UM EXEMPLO X))

Exemplo

Quantos nimeros de telefones da rede fixa podem ser atribuidos com
dois 2 (incluindo ja o 2 inicial), quatro 3, dois 6 e um 9?

Os nimeros tem a forma2 - — — — — — — — ; OU seja, temos 8 lugares
onde podemos «permutar 2, 3, 6 € 9 com repeticao». Para obter o
numero de tais «permutacoes», aplicamos o seguinte:

- Entre os 8 lugares, escolhemos o lugar do 2; depois,

- entre os restantes 8 — 1 = 7 lugares, escolhemos 4 lugares onde
deve estar o 3; depois,

- entre os restantes 7 — 4 = 3 lugares, escolhemos 2 lugares onde
deve estar o 6; depois

- resta 3 —2 = 1 lugar para 0 9.
Portanto, o niUmero de tais nimeros é:

8'7.3.1:87654321: 8! _ 8s0.
1 4 2 1 1. 41 . 211! 1412111




PERMUTAGOES COM REPETICAO

Definicao

Seja M = (X, v) um multiconjunto de tamanho n. Uma

(ou ) € uma sequéncia s = (X,,...,Xp) de
elementos de X tal que cada x € X ocorre v(x) vezes em s.

Teorema

O nimero de permutagées do multiconjunto {x{",...,xy*} de tamanho n
¢ n!

Exemplo

Pelo exemplo anterior, o nimero de permutacoes do
{2,3,3,3,3,6,6,9} de 8 elementos é

8!

TRRETRE TR



O COEFICIENTE MULTINOMIAL

Definicao

Seja X um conjunto de n elementos e sejam n,, n,, ..., N, nGmeros
naturais com n, +n, + - -- + np = n. O nimero de sequéncias

(A1, A,, ..., Ag) de k subconjuntos de X dois a dois disjuntos e com

|A;| = n;, i =1,... R, designa-se por e denota-se

por
n
nin, ...ngJ°
Teorema
n B n!
NNy ...NE)  Nyl-eoeongl’

Ideia

n n—nq N=M—Ny—-—Np_q=Np\ _ n(n_1)"'(n_n1+1)”.1

(”1) ’ ( na ) .... ( e )_ nql...ng! ’

(escolher A7) (escolher A;) (escolher Ay,)



O COEFICIENTE MULTINOMIAL

Definicao

Seja X um conjunto de n elementos e sejam n,, n,, ..., N, nGmeros
naturais com n, +n, + - -- + np = n. O nimero de sequéncias

(A1, A,, ..., Ag) de k subconjuntos de X dois a dois disjuntos e com

|A;| = n;, i =1,... R, designa-se por e denota-se

por
n
NNy ... NEJ°
Teorema
n B n!
NNy ...NE)  Nyl-eoeongl’
Nota

- Se k = 2, obtemos o coeficiente binomial: (,, (,’,'_m)) =(7).

") =n!

+Sen, =---=np=1(eporissok = n): (n1n2mnk



A FORMULA MULTINOMIAL

Teorema
Sejam a,, a,,...,a, € Ren €N, entdo
(@40 +..+a) = ) " a™...aM
nny, ...ngJ " k
Ni+Ny+---+np=n
Ideia

+ Desenvolvendo o produto de n fatores
(4G + -+ Q) (A + Gy + -+ Ag) -+ (A + Az + - - - + Q)
- obtém-se os termos da forma
al---a™,

com n, + ---+ n, = n, que correspondem a escolha de a, em n, dos
fatores, a, em n, dos restantes fatores, ....

A n n n
- Logo, existem (n, n,".. n, ) termos da forma a" - - - ay".



4. IDENTIDADES COMBINATORIAS



RECORDAMOS

Ja aprendemos:
Q=@ =1

* (1) = G-

C (@) =)+ G-

" @O+ o+ () =2"

No caso das ltimas duas identidades, na prova conta-se os elementos
do mesmo conjunto de



SUBCONJUNTOS DE UMA SOMA

Exemplo
Para todos os n,m, € NN,

W[ ARG!

Justificacdo: Consideremos X e Y com [X|=n,|Y|=meXNY = 2.
- Assim, ha (") subconjuntos de X U 'Y com [ elementos.

+ Por outro lado, podemos obter estes subconjuntos escolhendo k
elementos em X e [ — k elementos em Y, para cada nimero k entre o
el

Exemplo

Em particular, para m = n = R,

HEAHIBRBIHIWE



RECURSAO PARA OS COEFICIENTES MULTINOMIAIS

Exemplo

Para cadan >1en,,...,np>1comn,+---+n,=n,

(n1 ” nk> _ii<n1 (rr:,-::) nk)'

1
Justificacdo: No que se segue, uma sequéncia (A, ...,Ag) de
subconjuntos de um conjunto finito X = {1,2,...,n} dois a dois
disjuntos, com |A;| = n; (i € {1,...,k}), & designada por
Por definicao, (,,1 n ,,k) € o niumero de elementos do conjunto
{as particoes (A,,...,Ag) de X do tipo (n,,...,ng)}.

Podemos representar este conjunto como a uniao dos seguintes
conjuntos (dois a dois disjuntos).



RECURSAO PARA OS COEFICIENTE MULTINOMIAIS

Exemplo (continuacgao)
- 0 conjunto das sequéncias (B, U {n},B,...,B) onde (B;,B,...,Bg) é

uma particao de {1,...,n —1} do tipo (n, —1,n,, ..., Ng);

- 0 conjunto das sequéncias (B, B, U {n}...,Bg) onde (B;,B,...,Bg) é
uma particao de {1,...,n — 1} do tipo (n,,n, —1,..., ng);

- 0 conjunto das sequéncias (B,B,...,BrU{n}) onde (B;,B,...,Bg) &
uma particao de {1,...,n —1} do tipo (n,,n,, ..., N —1).

Logo:

((n1 _1';;21“- nk) * (n1 (n2’l:)1~-- nk> toet (n1 nz n_(Lk_'l))

(n1 ” nk)'



MAIS UM ...

Exemplo
Para todos os n,m € IN (n < m),

() -2 ()

m17) é igual ao tamanho do conjunto

0 nimero binomial ('

Y={AC{1,....m+1}| |Al=n+1}.
Para cada k € {n, ..., m}, consideremos
Ye={AC{1,....m+1} | maxA=R+1,]A| =n+1};

assim, Y =Y, UY,.,U---UYp (dois a dois disjuntos). Portanto,

=)+ )+ )
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