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CapiTuLO IV
RECORRENCIA E FUNCOES GERADORAS

PARTE 1
EQUACOES DE RECORRENCIA



INTRODUCAO



TORRE DE HANOI

0 problema é

. |

origem auxiliar destino
mover n discos de origem para destino com a ajuda de auxiliar, de modo
que

- apenas um disco poderia ser movido por vez, e

+ um disco maior nunca pode fica acima de um disco menor.
A lenda diz que, num templo, havia uma torre com 64 discos de ouro e
mais duas estacas equilibradas sobre uma plataforma. Os monges foram
ordenados pelo «Brama» de mover todos os discos de uma estaca para
outra. Segundo a lenda, quando todos os discos fossem transferidos de
origem para destino, o mundo desapareceria.

Temos de preocupar-nos?



TORRE DE HANOI

A questao

- | |

origem auxiliar destino

Para n discos (digamos, n > 1), denotamos por a, o menor niimero de
passos necessarios. Entao, ag, =??

A solucao
E mais facil pensar
+ Se n = 1, basta mover o disco diretamente de origem para destino.
Logo, a, = 1.
- Se n > 1, entao:

+ mover os n — 1 discos acima de origem para auxiliar utilizando
destino, depois

+ mover o ltimo disco de origem para destino; depois

- mover os n —1discos de auxiliar para destino utilizando origem.

LOgO, an = an_1 4= 1 aF an_-] = ZGn_1 -+ 1.



0Os NOUMEROS DE FIBONACCI

Os nimeros
Os famosos nimeros de Fibonacci

1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, ...

sao os termos da sucessao (Fp)new quUe comega com e e
satisfaz a regra , paratodoon e IN.

Embora os nimeros de Fibonacci sejam completamente determinados
pelos primeiros dois termos F, e F;, nao é facil calcular, por exemplo,
Fs12403711 POrque, pela definicao, é necessario calcular primeiro Fsi.95740 €
F512493739, Para isso precisamos de Fsq,95738 € Fs12403737, --- € @Ssim até

F, = Fy 4 Fo.

Estes niUmeros aparecem em muitos contextos ....

9 eonardo Fibonacci ou Leonardo de Pisa (1170 — 1250), matematico italiano.



0Os NUMEROS DE FIBONAcCI (EXEMPLO 1)

Uma populacao de coelhos

Numa populagao de animais (digamos, de coelhos) ha animais
(que podem ter descendentes) e animais (que ainda ndo podem
ter descendentes). Suponhamos que

+ cada par de coelhos adultos tem um par de descendentes
(necessariamente jovem) no final do més,

+ depois de um més, um coelho jovem passa a ser um coelho adulto, e
+ sendo vegetarianos, os coelhos vivem «eternamente».

No que se segue, A, denota o nimero de pares de coelhos adultos e J, o

nimero de pares de coelhos jovens no final do més n. Comegando com

um par de coelhos jovens, qual é o nimero ¢, = A, + J, de pares de

coelhos? Por hipotése, Ao = 0, Jo = 1,A; =1,); =0 e, para n > 1,
Ap=An_1+Jnn € Jn=An.

Portanto, paran > 2, A, = Ap_1 + Ap_,; € ¢y = A, + J, Satisfaz

Co=1 € =1 C=C1+C_ (N>2).



0Os NOMEROS DE FiBoNAccl (EXEMPLO II)

Quadrados
Acrescentamos um quadrado no
lado mais comprido. Qual é o
comprimento de um lado do
quadrado n?
ao = 17
01 == 17
02 - 2,
2 a3 = 37
a4 - 57
2
Qpt> = Qp4q + An




SOMA DE NUMEROS DE FIBONACCI

Exemplo
Determinamos a soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci.

Utilizando F, = F,., — Fy_; (para n > 1), calculamos
n—1 n n—2
D Fe=Fo+ > Fe—> Fe=Fo+Fpq—1=Fppq—1.
k=0 k=2 k=0

Calculo auxiliar:

+ (F2 = Fo)
+ (F3— F1)
+ (Fy — F2)



ORDENS TOTAIS

Exemplo
Quantas ordens totais existem em {1,2,...,n}, para cada n € IN?

Se n = 0, entdao o nimero a, de ordens totais em @ é ap = 1.
As ordens totais em {1,2,...,n,n + 1} podemos obter de seguinte modo:

- ordenamos primeiro {1,2,...,n}, denotamos o nimero de maneiras
por an; depois
- podemos inserir n + 1, aqui ha n + 1 possibilidades.
Pelo principio da multiplicacao, o nimero a, ., de ordens totais em

{1,2,...,n,n+1} é
Qniq1 = (N + 1)ap.



1. Nogoes gerais

2. Equacoes de recorréncia lineares

3. Equacoes de recorréncia lineares homogéneas
4. Equacoes de recorréncia lineares em geral

5. Equacoes de recorréncia nao lineares



1. NOGOES GERAIS



EQUACOES DE RECORRENCIA

Definicao
« Uma (ou relacao de recorréncia) é uma
equacgao da forma
Xn = f(N,Xn—1,Xn—2,- -, Xn_r), (*)
comnelN,n>R.
- A equacao de recorréncia (*) diz-se de k ou que tem

k (supondo que f «depende da Gltima variavel»).

+ Uma sucessao (ap)nen diz-se de (*) quando os seus termos
satisfazem a equacao (*), para todo o n > k.

Nota

uma relacao de recorréncia significa determinar todas as suas
solugoes. Estamos particularmente interessados em descrever as
solugdes com ; ou seja, na forma

ap, = «uma expressao que apenas envolve a variavel n».



2. EQUA§6ES DE RECORRENCIA LINEARES



EQUACOES DE RECORRENCIA LINEARES (13)

Definicao

« Uma (de coeficientes constantes) de

ordem k é uma equacao da forma
Xn = C1Xp—1 + CoXn_p + -+ + CpXp_g + dn, (*)

(para n > k) onde ¢, C,, .. ., Ck (Ck # 0) sao constantes e (dy)nen €
uma sucessao.

+ A equacao (*) diz-se quando (dp)nen € a sucessao nula.

- A equacao homogénea a (*) é a equacao

Xn = CiXn—1 + CaXp—2 + - - - + CpXp_k-

Exemplo
* Xn = 3Xp_1 + 2Xn_» + 3N € uma equacao de recorréncia linear (ndo
homogénea) de ordem 2.
* Xp = 3Xn_1 + 2Xn_, € @ equagao homogénea associada.



MAIS EXEMPLOS (14)

Exemplo

- A equacao da recorréncia Xp4q = (n + 1)X, € linear e homogénea
mas

+ A equagao X, = 2Xn_1 — Xp_, (n > 2) € uma equacao de recorréncia
linear homogénea (de coeficientes constantes).

Verificamos que a sucessao (an)ne definida por
ap = 3n (n € IN)
é solucdo desta equacdo. De facto, para cada n > 2,
204 — Ap—> =2(3(n—1)) —3(n —2) =
3(2(n —1) — (n—2)) =3n = ay.
Um calculo semelhante revela que as sucessoes

(O)nenws  (Mnenws  (Mnen, (5N + 2)nen

sao solucoes da equagao acima.



COMO RESOLVER EQUACOES DE RECORRENCIA LINEARES?

Teorema
O conjunto de todas as solucoes da equagdo de recorréncia linear

Xp = C1Xn—1 + CoXn_2 + - -+ + CpXp_ + dp (*)

obtém-se como

uma solucgao particular ) todas as solugoes da equacgao ho-
de (*). mogénea associada a equacdo (*)

Demonstragao.
+ Se b é uma solucao de (*) e a € uma solucdo da equacao
homogénea associada, entdo a + b & uma solucao de (*).

+ Se b, e b, sao solugdes de (*), entdo b, — b, € uma solucdo da
equagao homogénea associada, e b; = by + (b, — bo). O



3. EQUACOES DE RECORRENCIA LINEARES HOMOGENEAS



O ESPAGO DAS SOLUGOES (16)

Consideragoes iniciais
Seja

Xn = CiXp—q1 + CoXpn—a + - -+ + CpXp_p *)
(ck # 0) uma equacao de recorréncia linear homogénea de ordem k.

+ 0 conjunto das solugdes de (*) € um subespaco do espaco vetorial
de todas as sucessoes (reais ou complexos).

« Cada solucao (an)nen de (*) € completamente determinada pelos
primeiros k termos. De facto,

C* ou RF — {as solucoes de (*)}
(Ao, -..,0r_1) — (Ao, ..., Qp_q1, C1Ap_4 + - - + CgAo, . . .)

€ um isomorfismo; logo:

Conclusao
Para descrever todas as solugdes de (*), procuramos uma sequéncia de



A EQUAGAO CARATERISTICA
Uma tentativa (mais ou menos) «esperta»
Consideremos a equacao de recorréncia linear homogénea
O =Xp— CiXn—1 — CXp—p — - — CeXn_r (R>1, ¢p # 0). (*)

Para uma sucessao da forma (q")nen, para quais valores de g obtemos
uma solugoes? Seguramente nao para g = 0, e para g # 0 temos

0— qn _ C1qn—1 _ czqn—z I qun—k

=q" g - " gt - =),
portanto, (§")new € solucao de (*) se e somente se

o=q"—aq" " - g2 - —q.

polinémio em q de grau k

A equagao acima diz-se de (*).



UM EXEMPLO

Exemplo

Procuramos todas as soluc¢do da equacgao de recorréncia linear
homogénea
O =Xp—Xn1—2Xn—2 (N>2). *)

A equacao carateristica é

0=¢"-q-2=(q9-2)(q+1),

com as solugoes go = 2 e g; = -1. Verifica-se que as sucessoes

(@")nen € ((-1)")new

sao linearmente independentes (em breve veremos que sao vetores pro-
prios associados a valores proprios diferentes); portanto, todas as solu-
¢oes (reais) da equacao (*) tem a forma

(2" + B(-1)")nen, @, BER.



UM EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo
A solucao geral:

(2" + B(—=1)")nen, a, B €R.
Finalmente, procuramos a solu¢do da equacgao de recorréncia
0= Xn - Xn_-| - 2Xn_2 (n Z 2)

que satisfaz também x, = 5 e x, = 4 (0 nimero de condigoes iniciais
coincide com a ordem da equacao); ou seja, aquele solugdo com

a+p=5(ocason=0) e 2a— B =4 (0cason=1).
Resolvendo este sistema de duas equagoes linearesda o =3e 3 = 2.

Assim, a solugao € a sucessao (an)nen COM

ap,=3-2"+2-(-1)", paratodooneN.



O PRIMEIRO RESULTADO

Corolario
Consideremos a equacao de recorréncia linear homogénea

Xn = C1Xn—1 + CoXn—s + *+* + CeXn_r (R >1, C # O). (*)
Se a equacao carateristica
0=¢"—ag" "~ g P -~

de (*) tém as k solugées (diferentes) g,, qa, ..., Gk, €ntdo as solugdes de
(*) sdo precisamente as combinagées lineares das sucessées
(necessariamente linearmente independente) (G} )nen, --., (Gh)nen; OU
seja, as sucessoes da forma

(1G] + 0203 + - - - + %GR )nen

com constantes a4, as, . . . , Qg



0Os NUMEROS DE FIBONACCI OUTRA VEZ ...

Exemplo

Recordamos que os numeros de Fibonacci (Fp)nen Satisfazem as
equagoes

Fo=1, F=1 F,=F1+Fy 2.
Para resolver a equagao de recorréncia linear homogénea
Fn :Fn—1+Fn—2;

consideremos a equacao g> — g — 1 = 0 de segundo grau que tem as
duas solucgoes:

2 2

Portanto, todas as solucoes da equagao homogénea sao combinagoes
lineares das sucessoes (¢")new € (" )new. Em particular,

(FH)HE]N = a(q/}n)nelN + B(¢n)ne]N-



0Os NUMEROS DE FIBONACCI OUTRA VEZ ...

Exemplo
Note-seque ¢ -9 =-1, ¢+ =1€ ¢ — 1 = /5.

Portanto, paran = 0 e n = 1 obtemos

v 6
1=a+8, 1:&(12\/§)+B<1+2\/§>.

Fazendo reducao com a correspondente matriz

111W11 1
(VR 0 ¢—v (1—1)

produz 8 = ﬁ = % ea=1—-f= —%. Portanto, obtém-se a formula
de Binet?: - i
Fn = 7¢ _ /(b o
V5

9Jacques Philippe Marie Binet (1786 - 1856), matematico francés.



SOBRE O NUMERO DE OURO

Nota

¢ = 1.618033988749894 ... € 0 ,e
P = f% =1—¢=-(¢—1) =-0.6180398874989% . . .

Dividir retas
Dividimos uma reta

b

em duas partes (com comprimentos a > b > 0) tal que

a a+b

b a

Denotamos a razao § por ¢, entao temos

;
p=1+2i

ou seja, > — ¢ —1 =0, 0 que implica ¢ = # (a Gnica raiz positiva).



LIMITE DA RAZAO ENTRE NUMEROS DE FIBONACCI

Nota
Utilizando a formula de Binet:
F, _ ¢n+1 _ Z/JHJH B P = (%)nﬁ“‘

For o —un ¢ 1— (&)

para n — oo porque | 5| < 1.



RESUMO: RESOLVER EQ. DE RECORRENCIA LINEARES HOMOGENEAS ... (25)

... de ordem k com k raizes diferentes
Consideremos X, = C1Xp_q + CoXp—n + - - - + CpXp_p-

- Obter a equagao carateristica
0=q"-ag"" g~ —
- e obter as solucoes da equagao carateristica:

- =1(9-01)(9—G2) ... (9 — qr)-

+ Se obtemos k solucoes diferentes, entao todas as solugdes da
equacao de recorréncia tem a forma

(Gig7 + Cq3 + - - - + CrGR)new

com constantes C,, G, ..., Cg.

Exemplo
- Consideremos O = X, + 2Xp_1 — Xn_2 — 2Xp_5 de ordem 3.

- Equacdo carateristica: 0 = 3 + 29> — q — 2 = (g — 1)(q + 1)(q + 2).



MAIS UM ...

Exemplo
Consideremos a equacao de recorréncia

Xn =3Xn—2 —2Xp—3 (N >3)

de ordem 3; ou seja O = X, — 3Xp_o + 2Xp_3-

A corresponde equagao carateristica é
0=¢>-39+2=(q—1)(g+2)(q—1)=(q—1)*q+2).
E agora? Temos apenas as duas solugoes linearmente independente

("Mnen e ((-2)")nen



EQUACOES DE RECORRENCIA LINEARES HOMOGENEAS (CASO GERAL) (27)

Teorema
Consideremos a equacao de recorréncia linear homogénea

O =Xp—CiXpn—1— CXp—2 — -+ — CpXp_k (R>1, ¢k #0) *)
com a equagdo carateristica
k k— k— :
0=gf—cq 1_C2q 2_"'_Ck:(q—Q1)n ---(q_ql)n[

com n, + ---+n; = R en; > 0. Entdo, as solugdes da equagdo (*) sdo
precisamente as combinagoes lineares das k sucessoes

(@)nen, (N~ @7 )nen, (n*-qnew, ... (n™7"- g7 )nen,

(@3)nen, (N~ G3)nen, (n*-@new, .- (™77 q)nen,

(@ )ner, (N~ q)nen, (" )new, .. ("= g )nen.



UM EXEMPLO

Exemplo

Consideremos a equagao de recorréncia linear homogénea
Xn = 5Xn—1 — 8Xp_2 + 4Xp_3 (n>3)

com os valores iniciais Xo = 0, X; = 4 € X, = 18.

A equacao carateristica é

0=¢>-5¢+8q—4=(q9—-1)(q9—2)(q—2)=(q9—1)(q—2)%

portanto, as solucao da equacgao de recorréncia sao as sucessoes da
forma (com a, 3,7 € R)

(1" + 82" + yn2")pen.
Considerando os valores iniciais, procuramos o, 3, € R tais que

a+B=0, a+28+2y=4 a+4B+8y=18



UM EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo
Utilizando a primeira equacao, o sistema

a+p=0,
a+28+2y =4,
o+ 40+ 8y =18

reduz (o = -3) ao sistema

B+2y =4,
36 + 8y =18,

cuja solugao é y =3 e 8 = -2, logo o = 2. Assim, a solucao da equacao
de recorréncia com os valores iniciais é a sucessao

(2—2-2"+3-n-2")pen.



A DEMONSTRACAO DO TEOREMA (30)

Preparacao
Consideremos a funcao linear S «esquecer o primeiro termo» definida
no espaco das sucessoes por

S((Xn)nelN) = (Xn+1)ne]N-

Entdo, uma sucessao a = (an)nen € solugao da equagao de recorréncia

O =Xp — C1Xn_1 — CoXn_p — -+~ — CpXn_k
se e somente se
sucessao nula = S"(a) — ¢,S""(a) — - - - — ¢,S"*(a)
=(S"—c,S" " — ... — xS"F)(a)
=5"ko(SK— ¢, SFT — ... — ¢rid)(a),

para cada n > k. Veremos agora quais sucessoes a funcao linear
Sk ST — ... —¢,id

anula.



SOBRE A DEMONSTRAGAO DO TEOREMA

Decompor a funcao

Seja(comny +---+n; =R, n; > 0)
0=¢"-cg""—q" - —c=(9-9)"...(q - qr)™
a equacao carateristica, entao
Sk SF T — o —crid = (S—gqid)" o0 (S — g id)™.
«A chave» da prova do teorema é o seguinte lema.

Lema
Parag € Rem € IN, m > 1, a funcdo linear (S— qid)™ anula as sucessoes

(@news (N-qMnen,  (0®-@"new, .. (N7 @ )nen.



A DEMONSTRACAO DO LEMA (32)

Lema

Paragq € Rem € IN, m > 1, a funcdo linear (S — qid)™ anula as sucessoes
$1=(9")new, S2 = (N q")new, Sm= (""" q")nen.

Demonstragao.

Param =1: S((q")nen) = (""" )new = 9(g")nen; OU seja

(S —qid)(s,) = a sucessao nula.

Nota: Portanto, (q")new € um vetor proprio de S associado ao valor
proprio q.




A DEMONSTRACAO DO LEMA (32)

Lema
Paragq € Rem € IN, m > 1, a funcdo linear (S — qid)™ anula as sucessoes

$1=(q"nen,  S2=(N-q")nen, - Sm=(""""-q")nen.
Demonstragao.
Seja agora m > 1e suponhamos que (S—qid)™'anulas,,...,Sm_4. Logo,
(S — qid)™ também anula s,,...,Sn_,. Calculamos primeiro, para cada

n € IN, o termo n de (S — qid)(Sm):

(n + 1)m—1 . qn+1 _ nm—1qn+1 _ (rnzf (m ’— 1> ni. qn+1> _ nm—1qn+1

i=0

(S ("))

i=0

combinacao linear do termo n de s;,...,Sm—1
Logo, (S —qid)(Sm) = @151+ . . . m—1Sm—1 € POr iSSO

(S—qid)"(sm) = a sucessao nula. O



... E SE AS RAIZES SAO COMPLEXAS?

Um par de raizes complexas

Suponhamos que o polindmio carateristico de uma equacao de
recorréncia linear homogénea tem as raizes complexas

Z=a-+ib e Z=a —ib.

Portanto, obtemos as duas solugdes (da equagdo de recorréncia):

(r"(cos(¢) + isen())")nen,

(Z")new
Z")new = (r"(cos(ip) — isen())")nen-

a
b= (Z")ne

«z=a-+ib=r(cosp+isenyp)
comr=vVa@+b2eR e tanp=2 (sea#o)
* (cos¢ +isen )" = cos(ny) + isen(ny).

Abraham de Moivre (1667 — 1754), matematico francés.




... E SE AS RAIZES SAO COMPLEXAS?

Um par de raizes complexas

Suponhamos que o polindmio carateristico de uma equacao de

recorréncia linear homogénea tem as raizes complexas
z=a+ib e Z=a—ib.

Portanto, obtemos as duas solugdes (da equagdo de recorréncia):

(2")nen
nelN

Z (r"(cos(¢) + isen())")nen,
(Z")ne

(r"(cos() — isen(0))")nen-

a
b

Assim, obtemos as solucdes (linearmente independentes)

90 _ i cos(io)nen & O

— = (" n .
5 By (r" sen(nNy))nen

Finalmente, se z e Z sao raizes multiplas, consideremos

..., (r"n‘cos(nY))nen, - ., (r"n‘sen(ng))nen, - - - -



UM EXEMPLO (34)

Exemplo
Consideremos a equacgdo de recorréncia
Qniz =0pyq—Qn, N>0, COM Ao =0, 0 =1.
A correspondente equagao carateristica € 0 = g% — g +1, com as solugoes

1 g _ 1 g
Z:*+l£ e Z:f—lé.
2 2 2 2

Portanto, r = 1 e tan(y) = /3, logo ¢ = 3; e a solucdo geral & dada por

() s1m (), torem

Com a condicao inicial a, = 0 obtemos a = 0, e com a, = 1 obtemos

1= [(sen <§) :Bg.

N ~ 2 n
Portanto, a solu(;ao € a sucessao < sen <>> .
nelN

V3 3



4. EQUA§6ES DE RECORRENCIA LINEARES EM GERAL



EQUACOES DE RECORRENCIA LINEARES EM GERAL

Recordamos
O conjunto de todas as solucoes da equacao de recorréncia linear

+d, (*)

obtém-se como

todas as solucoes da equagao ho- uma solucao particular
mogénea associada a (*) de (*) '

Nota
+ Ja sabemos resolver a primeira questao.
- Estudamos agora métodos para obter de (*).



Dois cAsoOsS

Obter uma solucao particular
SejaXp = CiXp_q + CoXp_p + - -+ + CpXp_p + dp.
(A) Se : Procuramos uma solucao da forma
b, =A.-p" resp. b, =A-n™.p"
(A € R a determinar) se p é solucao da equacao carateristica

(mais geral, se p € solucao da equagao carateristica de
multiplicidade m).

(B) Se : Procuramos uma solucao da
forma

by =Ao+An+---+An (A € Radeterminar)

se1 é solucao da equagao carateristica respetivamente
br = (Ao +Ain+---+An)-n™ (A € R adeterminar)

se 1 é solucao da equacao carateristica de multiplicidade m.

Os valores dos parametros A, A; obtém-se substituindo b, na equacao de
recorréncia dada.



UM EXEMPLO

Exemplo

Vamos determinar a solu¢do da equagao de recorréncia
Xn = 3Xneq — 2Xnes 20 n =23,

COmXoneX1 = -2.

Procuramos primeiro a solucao geral da equagao homogénea associada,
Cuja equacao carateristica e

0=¢°-39+2=(q-2)(q—1).

Portanto, a solucao geral da equagao de recorréncia homogénea é a
sucessao (an)nen dada por

ah=a-1"+p4-2"=a+4-2" (n e IN).



UM EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo
Agora procuramos uma solucao de

Xn— 3Xneq - 2Xpes = 2", N =23, ...
da forma
by,=n-A-2" (n € IN),
tendo em conta que 2 é uma raiz simples de g — 3qg + 2.
Substituindo na equagao acima, obtemos
An2" —3A(n —1)2" " 4+ 2A(n —2)2" 2 = 2",
0 que é equivalente a
2=2An—-3A(n—1)+A(n—2)=A.

Logo, uma solucao da equagao de recorréncia acima & (n2""),cn.



UM EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo

Assim, sabemos que a solucao geral da equacao
Xn =3Xp_1—2Xp—» +2", Nn=2,3,...

é dada por (a + 82" + n2"")pen.

Finalmente, procuramos aquele solucao que satisfaz as condicoes
iniciais X, = 0 e x, = -2. Portanto, para n = 0 e n = 1 obtemos as
equagoes

0O =a+pf . 0O =a+f
2 =a+28+4 6 =a+28

Subtraindo a primeira linha a segunda da 3 = -6 e por isso a = 6.

Portanto, a solugao é

(6—6-2"+n2""") .



COMBINAR SOLUGOES

Teorema
Seja
Xn = CiXn—1 + CoXn—2 + - + CpXn_ + (*)
uma equacdo de recorréncia linear e suponhamos que as sucessées b(",
b®), ..., b{™ sdo solucbes de
_ . d
Xn = CiXp—1 + CXp—2 + -+ + CpXp_p +0p ",

Xn = CiXn—1 + CoXp—2 + -+ + CpXp_k + d'(-'z)’

Xn = CiXn—1 + CXn_z + - + CeXn_p + Y7,

respetivamente. Entdo, a sucessdo b + - .. 4+ b(M é uma solucdo de (*).



MAIS UM EXEMPLO

Exemplo
Vamos agora determinar a solu¢do da equagdo de recorréncia

Xn=3Xp_1—2Xp_>+2"+(14+n), n=23,...

ComX0206X1 = =2,

A solucao geral desta equacao (ignorando as condicoes iniciais) é da
forma
(an + b5 + b )nen

onde (an)new denota a solucao geral da equagao homogénea associada,
(bf,”)nem é uma solugao da equacao de recorréncia

Xn = 3Xp—q — 2Xp_o + 2", n=23,...,
e (bff)),,e]N € uma solucao da equagao de recorréncia

Xn = 3Xpn—1 — 2Xp—> + (1+ Nn), n=23,....



MAIS UM EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo
Falta determinar da equacao de recorréncia

Xn*3Xn—1+2Xn_2:1+n, n:2,3,....

Uma vez que 1+ n & um polinomio de grau 1 e 1 é raiz de multiplicidade 1
da equacao caracteristica

0=¢>-3q+2=(q9—-2)(q—1),

consideremos bﬁ,z) = (Ao + Ain)n" = Aon + A;n?. Substituindo na equacao
acima, obtemos b{?) = -Zn — 1n2,

Portanto, a solucao geral da equagao de recorréncia
Xn =3Xp_1—2Xn—2+2"+(1+n), n=2,3,...
é dada por

1
(@ + B2" + 2"+ — %n — ~Men (o, € R).



MAIS UM EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo

Finalmente, procuramos aquele solucao que satisfaz as condicoes
iniciais xo = 0 e X, = -2. Portanto, paran=0en=1em

1
(a+ B2" + m2" — %n — 2%)nen
obtemos as equacgoes
0O =a+p 0O =a+p

- .
-2 =a+28+4-F 2 =a+28"'

logof=-2ea=2.

Logo, a solucao da equagao de recorréncia dada com as condigoes

iniciaisxo =0ex, = 2@

71
(2—2-2"+n2"" — Sn- Enz)nelN.



5. EQUACOES DE RECORRENCIA NAO LINEARES



EQUACOES DE RECORRENCIA NAO LINEARES

O problema

Nesta parte consideremos equagoes de recorréncia onde x, nao
depende da forma linear dos termos x,_1, ..., X,_r. Em muitos casos
podemos «linearizar» a equagao utilizando um substituicao adequada.

Exemplo (substituicdo «simples»)
Consideremos a equacgao de recorréncia ndo linear

X2 =2x2_,+1 (n>1),

com a condicao inicial x, = 2; aqui suponhamos x, > 0, para todo o
ne .
Escrevendo y, = x2, esta equacao de recorréncia nao linear
transforma-se na equacao de recorréncia linear

Yn=2Yp1+1 (n>1),

com a condigao inicial yo = X3 = 4.



EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo
Yn=2Yn1+1 (N>1), VYo=b

A solucao geral da equacao homogénea associada y, = 2y, , € dada
por ¢ - (2")nem, € € R.

- Como o termo «ndao homogéneo» é o polindmio 1 de grau zero, e
como 1 nao é raiz do polindmio carateristico g — 2, sabemos que
existe uma solugao particular (b,)new onde b, = A, para todo o
n € IN. Substituindo na equacao produz A = 2A + 1, ou seja, A = -1.

- Consequentemente, as solugoes desta equacao de recorréncia sao
precisamente as sucessoes (¢ - 2" — 1)pen, cOM € € R.

- Tendo em conta a condicao inicial y, = 4, obtemos ¢ = 5; assim, a
solucao da equagao x2 = 2x2_, +1Com X, = 2 € a Sucessao

(V5'2n - 1)nE]N~



UTILIZAR O «LINEARIZADORY (46)

Recordamos que,

para cada a € RT, a # 1,a funcao log,: R™ — R é bijetiva e satisfaz
loga(X - ¥) = logg(x) + logg(y), logg(1) = 0.

Logo, em muitos casos podemos «linearizar» passando para o logaritmo.

Exemplo
Consideremos a equacao de recorréncia nao linear
Xn =Xpn—1-Xn—2 (N>2), Xo=X=2.
Logo, x, > O para todo o n € IN.
Estas equacoOes sao equivalentes as equagoes (para n > 2)
log,(Xn) = log,(Xn—1) + log,(Xn—2), log,(Xo) = log,(X1) = 1.
Fazendo y, = log,(Xn) para cada n € IN, obtemos a equagao de recorréncia
linear
Yn=VYn-1+t¥Yn2 (N>2), Yo=Y1=1;

cuja solugao € a sucessao (Fn)new dos nimeros de Fibonacci.



UTILIZAR O «LINEARIZADORY (46)
Recordamos que,
para cada a € RT, a # 1,a funcao log,: R™ — R é bijetiva e satisfaz
loga(X - y) = loga(x) + logg(y), loge(1) = 0.
Logo, em muitos casos podemos «linearizar» passando para o logaritmo.

Exemplo
Consideremos a equacao de recorréncia nao linear
Xn =Xpn—1-Xn—2 (N>2), Xo=X=2.
Logo, x, > 0 para todo o n € IN.
Portanto, a solugao da equagao acima com as condigoes iniciais é

(2F”)ne]N-



MAIS UM EXEMPLO

Exemplo
Consideremos agora a equagao de recorréncia nao linear

Xp = Xn_1+ \/x,,_2—|—\/x,,_3+\/...\/xo
Xn—1

com a condigao inicial xo = 4. Portanto, x, = /X, = 2, € para n > 2 temos

Xn = \/Xn_1 + Xn_1 > O;
ou seja x2 = 2x,_, (n > 2); 0 que é equivalente a
2log,(Xn) =1+ log,(Xn—1) (n > 2).
Fazendo y, = log,(xn), obtemos a equacao de recorréncia linear
1

s (n122)

1
Yn = 5Yn—1 +

com a condigao inicial y; = 1.



MAIS UM EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo

1 1
Yo=Yt (N122).07=1 (Y = logy(xn)).

A solugdo geral da equagao de recorréncia (ignorando a condicao inicial)
é dado por

(€(5)"+ Dz (CER).
Utilizando a condicao inicial y, = 1 obtemos
1=c(2) +1;
logo, ¢ = 0. Portanto, para todo o n > 1,
=2 =2,

eXOZA.



AINDA MAIS UM EXEMPLO

Exemplo

Finalmente, consideremos a equacao de recorréncia (linear mas nao com
coeficientes constantes)

Xn =N - Xn_1 (n>1).
Com x, = n! - y,, @ equacao acima é equivalente a
n'-yp=n-(n—="1""ypq=n"yn_q,

0 que é equivalente a y, = y,_,, para todo o n > 1. Portanto, a solucao
geral da equagao acima é dada por

(n!- C)nen (c e R).
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