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RECORRENCIA E FUNCOES GERADORAS
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SERIES E FUNCOES GERADORAS



INTRODUCAO



INTRODUGAO

A questao

Em problemas de contagem, tipicamente procuramos o niimero a, de
maneiras de «fazer algo» com n objetos (distinguiveis ou indistinguiveis).

Exemplos (de «fazer algo»)

* «sequéncias binarias» ~  ap=2"
. L - "

- «sequencias binarias com trés uns» ~ap = (%)

- «colocar bolas indistinguiveis nas caixas C;, C;, G3» ~  a, = (3).

«colocar bolas indistinguiveis em trés caixas tal
| que a primeira caixa nao é vazia e a terceiratem | ~» a, =77
um namero par de bolas»

- «Particoes de {1,2,...,n}» ~ Ay =17,



INTRODUGAO

A questao

Em problemas de contagem, tipicamente procuramos o niimero a, de
maneiras de «fazer algo» com n objetos (distinguiveis ou indistinguiveis).

A estratégia
Para descobrir estes nimeros, @ muitas vezes Gtil de
1. decompor o problema em subproblemas mais simples.

2. Para o tal, &€ importante de saber como «compor problemas (de
contagem)».

3. Além disso, precisamos de saber que calculo com as sucessoes
associadas corresponde a «composicao de problemas».



INTRODUGAO

Nesta parte do Capitulo IV ...

- ... aprenderemos operagoes com «estruturas combinatorias» e as
operacdes correspondentes com as sucessoes associadas.

+ O calculo com estas sucessoes &€ uma generalizacao do calculo com
polindomios, por isso & conveniente escrever a sucessao (an)nen

como uma
o0
Qo+ QX+ X2+ =Y anX™;
n=0
ou na forma
a a = @
2 n
o+ axX+ 2+ 2. = ",
2 3! < nl

- Além disso, veremos como este calculo ajuda na resolucao de
equagoes de recorréncia.
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1. SERIES FORMAIS DE POTENCIAS



O QUE E?

Séries formais de poténcias

Uma é dada por uma sucessao (ap)nen de
nameros (naturais, racionais, ... ou até complexas); mas escrevemos
mais intuitivamente (com algum simbolo x)

o0
A=0ao+ A X+ aX°+ - -- :Zanx”.
n=0

Nota

- O «somatorio» na definicao acima é apenas notacao (por enquanto
nao somamos nada).

« A série formal de poténcias A é igual a série formal de poténcias
BZbo+b1X+b2X2—|—...

se e sO se a, = by, paratodoon € IN.



Exemplos

Determinamos a série formal de poténcias correspondente ao problema
de contar as maneiras de «colocar bolas indistinguiveis em caixas
(suficientemente grande)».

« «distribuir n bolas em trés caixas numeradas»:

rear ot ()

- «colocar n bolas numa Unica caixa»:
1T+ X+X+x3+ Zx

- «colocar n bolas numa Gnica caixa com no maximo 4 lugares»:
T+X+X+ X3+ X+ 00X+ =14+ X+ X+ X3+ x4
+ «colocar n bolas numa Gnica caixa com exatamente 4 lugares»:

0 + OX + 0X* + OX3 + X4 + OX> + - - - = X~



NUMEROS E POLINOMIOS

Exemplos
+ Cada nimero a podemos interpretar como a série

a=a+0x+0x>+....
Em particular:

a série nula: 0=0+0X+0x>+....
a série «um»: 1=14+0X+0xX>+....

- Mais geral, os polindmios ag + a:x + - - - + axx® podemos identificar
com as séries formais de poténcias da forma

Qo + QX + -+ + apx® + oxFtT L oxkt2 ...



ALGUMAS SERIES

Exemplos
X" X2 X3

oo
- A série exponencial: exp Z c

- A série uniforme: U= Zx” =14+ X+X2+...

n=0

-+ A série dos niUmeros de Fibonacci: fib = 1+ x + 2x% + 3x3 + 5x* +



2. A ALGEBRA DAS SERIES FORMAIS



As OPERAGOES MAIS SIMPLES

E um espaco vetorial

<§: a,,x”) (Z bpx" ) = i (Gn + by)x"

(Z o ) = S (aan

n=o0

o0
0o=> ox"
n=o0
eo da adicao.

- Verificam-se as leis de comutatividade, associatividade, ....



MULTIPLICAR SERIES

O produto

Para as séries formais de poténcias A= Y",° a.x" e B= 3" bnx",
define-se o A-Bde AeB:

A-B= (Z a,,x”) . (Z b,,x”) = Z X",
n=o n=o n=o0
onde ¢, = agbp, + a;by,_4 +--- + anpbo.

A série formal de poténcias1=1+0x+0x>+... €0
da multiplicacao.

Nota

Para os polindomios (vistos como séries formais de poténcias), o produto
definido acima coincide com o produto habitual de polinomios.

Exemplo (formula binomial)

n oo
. n_ n\ k_ Ny, r
ParacadaneN: (14x)"= <k>x Z<k>x.

k=0 k=0



MULTIPLICAR SERIES

O produto

Para as séries formais de poténcias A= Y",° a.x" e B= 3" bnx",
define-se o A-Bde AeB:

A-B= (Z a,,x”) . (Z b,,x”) = Z X",
n=o n=o n=o0
onde ¢, = agbp, + a;by,_4 +--- + anpbo.

A série formal de poténcias1=1+0x+0x>+... €0
da multiplicacao.

Nota

Para os polindomios (vistos como séries formais de poténcias), o produto
definido acima coincide com o produto habitual de polinomios.

Nota

No calculo com séries formais de poténcias, verificam-se as leis de
comutatividade, associatividade, distributividade, ....



A SERIES INVERSA

Definicao

Uma série B diz-se da série A quando A - B = 1.

Nota

Dada 4, se existe, uma tal série B é Unica e escrevemos A" em lugar de
B.

Exemplo
(1=X)> X" =(1+Xx+X+X3+x+...)
n=0
—(X+X X+ X)) =1
oo
ouseja, » x"é da série (1 — x):
n=o0

o0 o0
> x"=(1-x)"",  escrevemos também » x"=_—.
n=o0 n=o



LIGEIRAMENTE MAIS GERAL

Exemplo
Para cada a € R,

oo
3
Z a"'x" = :
1—aX

n=0

De facto, com A =3 °  o/x™

A=14+(ax+ x>+ a3 +...)
=1+ (axX)(1+ax+a®x*+...)
=1+ (ax) A,

portanto, A (1— ax) = 1.



A SERIE DOS NUMEROS DE FIBONACCI

Exemplo
Consideremos a série fib da sucessao de Fibonacci (f,)new definida por

fo=fi=1 e fo=foa+faa (n>2)

Entao:

fib=>"fox" =fo+fix + >_ fox"
n=0 n=2
=14+ X+ Zf,,_1x” + an_zx”
n=2 n=2

=14+Xx+X (ian”> +x2 (ifﬂ”)

=1+ x + x(fib —1) + x* fib;

portanto, 1 = fib —x fib —x fib = fib(1 — x — x*), logo
1

fib= ——.
I 1—X— X2



SERIES INVERTIVEIS (16)

Definicao
A série formal de poténcias A diz-se quando existe uma série
formal de poténcias B com A - B = 1 (ou seja, quando A tem inversa).

E quando é?
Dada A = "2, anx", procuramos B = > b,x" tal que A - B = 1, isto &,

1 == aobo S bO = — ,
0 = Aob; + a4b, ~ by = ‘?a1bo7
1

O:aobn+"'+anbo A= bn:—?(a1bn_1+"'+anbo).
(0]

Conclusao
A série formal de poténcias A = }",°  a,x" € invertivel se e s se a, # 0.



MAIS UMA OPERAGAO

Substituicao

Para as séries formais de poténcias A = >~ anx" e B = Zn o bnx"
com , define-se a série obtida por

AoB=AB ZanB“—ao+a1B+asz

n=0
Como o termo constante b, de B é igual a 0, todos os termos em B™ de
grau 0,1,...,m —15sao igual a 0. Portanto, para calcular o termo m de

A(B), basta considerar

Go+ B+ +apB™.

Exemplo

Consideremos as séries exp = Y00 0 X e B = x2. Entdo,

ep(B) =3 % _ Z X chx

n=o0 n=i

com ¢, = 0 quando n é impar e ¢, = quando n é par.

n/2



MAIS UMA OPERAGAO

Substituicao

Para as séries formais de poténcias A = >~ anx" e B = Zn o bnx"
com , define-se a série obtida por

AoB=AB ZanB“—ao+a1B+asz

n=0
Como o termo constante b, de B é igual a 0, todos os termos em B™ de
grau 0,1,...,m —15sao igual a 0. Portanto, para calcular o termo m de

A(B), basta considerar

Go+ B+ +apB™.

Nota (apenas informagao)
O termo ¢, daordem nde Ao B =732 cnx" & por exemplo, dado por

Ch = Z Clkbj1 "'bfk'

. oghgn
it Hik=n



ALGUMAS PROPRIEDADES (18)

Teorema

Sejam A,, A,, B séries formais de poténcias onde o termo constante de B
é igual a zero. Verificam-se es seguintes propriedades.

1. (A1 4 -Az)(B) = A1(B) aF -Az(B).
2. (A - A)(B) = Ay(B) - A (B).

Corolario

Sejam A e B séries formais de poténcias onde o termo constante de B é
igual a zero e A e invertivel. Entao,

A(B)™" = A7(B).

Exemplo

Consideremos outra vez a série formal de poténcias > a"x". Entao

oo

ganxn = Z(ax)” = U(ax) = ; jax .

n=o0




3. |NTERPRETA(;i\O COMBINATORIAL



PROBLEMAS DE CONTAGEM: OBJETOS «INDISTINGUIVEIS»

Sobre o produto

Consideremos um eum
, com objetos , @ com as séries associadas

A= ianx” e B= ibnx”.
n=o n=o0

Questao. O que os coeficientes ¢, = agb, + a;bp,_4 + - -- + a,bs do
produto A - B de A e B estao a contar?

-

AB




PROBLEMAS DE CONTAGEM: OBJETOS «INDISTINGUIVEIS»

Sobre o produto

Consideremos um eum
, com objetos , @ com as séries associadas

A= ianx” e B= ibnx”.
n=o n=o0

Questao. O que os coeficientes ¢, = agb, + a;bp,_4 + - -- + a,bs do
produto A - B de A e B estao a contar?

De facto, ¢, € igual ao nimero de maneiras (denotado por A x B) de

- partir a colecao de n objetos em duas partes E, (de
n, elementos) e E, (de n, elementos) disjuntas, ou seja, escrever
n=n,;+n,.

- aplicar o problema A a E, (ha a,, maneiras), e
- aplicar o problema B a E, (ha b,, = b,_,, maneiras).

Ou seja, obtém-se: Série(A x B) = Série(A) - Série(B).




EXEMPLO (20)

Exemplo

Consideremos a questao A:
colocar n bolas indistinguiveis numa dnica caixa (suficiente-
mente grande).

Portanto, a série correspondente a A é a série uniforme U =" ° /x".

A questao A x A € a seguinte:

« partir a colecao de n bolas indistinguiveis em duas partes E, (de n,
elementos) e E, (de n, elementos) disjuntas (n = n, + n,),

- colocar E; numa caixa,

- colocar E, numa (outra) caixa.

Ou seja, A x A é o problema de distribuir n bolas indistinguiveis em duas
caixas.



EXEMPLO

Exemplo

Consideremos a questao A:
colocar n bolas indistinguiveis numa dnica caixa (suficiente-
mente grande).

Portanto, a série correspondente a A é a série uniforme U =" ° /x".

A x A é o problema de distribuir n bolas indistinguiveis em duas caixas,
cuja série formal de poténcias é a série

T =2\ h =N+, N

U-U=Série(AxA) = ((n)x _Z< ) >x => (n+1)x".
n=0 n=0 n=0

Tendo em conta que U = 1, obtem se

T i ()~ > (-

n=o0




LIGEIRAMENTE MAIS GERAL

Nota
De mesmo modo, para cada m € IN, obtém-se

o=k ()

Seja o € R. Substituir ax nas séries acima, obtém-se

portanto, para m > 1,

1 =/n+m-1\ .,
—_— = x".
(1—ax)m Z( m—1 )a

n=0



UM EXEMPLO SIMPLES

Exemplo

Determinamos o niimero de maneiras de distribuir quatro objetos
em duas caixas numeradas de modo que hajam no
maximo dois objetos na primeira caixa.

Mais geral, se temos n tais objetos, para os distribuir temos de

- dividir a colecao (de facto, o nimero de elementos) em duas partes
disjuntas: E, (k elementos) e E, (n — R elementos);

Sendo ¢, o nimero de maneiras de ... (ver acima) ..., entao
ZCan:('l +X+X) (1 +x+x+x3+x+...)=U4+x U+x*U.
n=o0

Em particular, ¢, = 3.



MAIS UM EXEMPLO

Exemplo

Determinamos o nimero de maneiras de distribuir quatro objetos

em cinco caixas numeradas de modo que hajam no
maximo um objeto em cada das primeiras trés caixas e no maximo dois
objetos em cada das dltimas duas caixas.

Sendo ¢, 0 nimero de maneiras de ... (ver acima) ..., entdo

icnx” =1 +x)(+x)(1+x)(1+Xx+X)(1+ X+ x%)

n=0
[Um produto de 5 séries]
=(1+x)301+x+x*)?
= (143X + 3 + x3)(14 2x + 3x* + 2x3 + x*)
=14 5X 4+ 12x* 4+ 18x3 + 18x* 4+ 12x° + 5x® + 1.

Logo, ha ¢, = 18 tais maneiras.



AINDA MAIS UM EXEMPLO

Exemplo

Determinamos o niimero de maneiras de distribuir vinte objetos

em quatro caixas numeradas de modo que hajam no
maximo dez objetos em cada uma das primeiras trés caixas e pelo menos
dois objetos na Gltima caixa caixas.

Sendo ¢, o nimero de maneiras de ... (ver acima) ..., entao

DX = (14 FXCP+ R+ )

=(U=x"U)>x* U=x*(1—x")3U"

(@) (2 ()-)
e-asan o) (35 () ¢

Logo, ha cz0 = ((;5) —3 (5) = (%) —3(%) = 970 tais maneiras.



AINDA AINDA MAIS UM ...

Exemplo

Determinamos o niimero de maneiras de distribuir n objetos
em duas caixas numeradas de modo que haja um nimero
par de objetos na primeira caixa.

Sendo ¢, o nimero de maneiras de ... (ver acima) ..., entao

Z A+ +x+ .. ) +x+2+...)

=U(x*) U
1
T =) —-x)  (1+x)(1—x)p
1 1 1 1 1

4L 14X 4 1-x ;(1—x)2
_12(‘ A ZX nzo((i)x"

Logo, ha ¢y = 7(1+ (-1)") + 3(n + 1) tais maneiras.




E SE 0S OBJETOS SAO «DISTINGUIVEIS»?

Preparacao
No que se segue consideremos problemas de contagem com objetos

(por exemplo, bolas numeradas). Sendo a, o nimero de
maneiras correspondente, veremos que é conveniente considerar a




E SE OS OBJETOS SAO «DISTINGUIVEIS»? (27)

Consideremos...

Consideremos um eum
, com objetos , e com as associadas

A:i%x” e Zb" x".
n=0

Seja ¢, 0 nimero de maneiras (denotado por A x B) de

« partir o conjunto {1,...,n} numa parte E, (com k elementos) e
numa parte E, (com n — k elementos), ha () maneiras;

+ aplicar o problema A ao conjunto E,, ha a, maneiras;

- aplicar o problema B ao conjunto E,, ha b,_, maneiras.

[e’e] oo b c
Logo, Zn 0 2’; = ( n=o %) ’ ( n=o 77) , 0U s€ja,

SerieExp(A « B) = SéerieExp(A) - SérieExp(B).



EXEMPLO (28)

Exemplo

Determinamos o niimero de maneiras de distribuir quatro objetos
em duas caixas numeradas de modo que hajam no maximo
dois objetos na primeira caixa.

Mais geral, se temos n objetos, para os distribuir temos de
- dividir a colecao em duas partes E, e E, disjuntas;

+ 0s objetos de E, destinam-se a primeira caixa, portanto, «ha uma
maneira» se |E,| < 2 e & «impossivel» para |E;| > 2;

- 0s objetos de E, destinam-se a segunda caixa; portanto «ha uma
maneira».

Sendo ¢, o nimero de maneiras de ..., entao

o~ C 1 1 1 1
) X = (14X o) (1 X+ o P X)),
< nl 2 2 3! 4!

Em particular, ¢, = 11.



AS SERIES GERADORAS

As séries ordinarias e exponenciais

Dada um «problema de contagem» com a correspondente sucessao

Cn = 0 nimero de maneiras de ... com n objetos,

consideremos as seguintes séries associadas a (Cn)nen-

7

A
o0
> cax".
n=o0

Utilizamos esta série no caso de
«objetos indistinguiveis»: bolas
«iguais», votacao secreta, ....

3

A

o
> oxr,
n!
n=0
Utilizamos esta série no caso
de «objetos distinguiveis»: bolas
numeradas, votagao aberta, ....

Nota
Também se utiliza a designacao

, embora neste

momento nao interpretamos as séries formais como funcgdes (ou seja,
ainda ndo consideramos a questdo de convergéncia).




SOBRE A SUBSTITUIGAO (30)

Nota

Consideremos um problema de contagem A com objetos , e
a, denota o nimero de maneiras de aplicar A ao conjunto {1,2,...,n}.
Suponhamos que a, = O e seja

o0 oo

an n an n
A= an _Zn!x

n=o0 n=1

a correspondente série geradora exponencial. Sendo

o0

@
Z n—'}x” = exp(A)

n=0

a série obtida por substituir A em exp, entao

Cn € 0 nimero de maneiras de
- escolher uma particao P de {1,2,...,n}, e

- aplicar A a cada bloco de P.




FATORIAIS (PREPARAR O PROXIMO EXEMPLO)

Fatorial duplo

1 sen=o0o0un=1
Paracaran € IN: n!l =
n(n—2)!! sen>2.

Nota
+ Para cada n € IN, n!! & o produto de todos 0s niimeros naturais nao
superiores a n e com a paridade de n.

« Paracadan > 1, nll(n —1)!l =nl

Exemplo
Para cada k € IN, (2R)!! = 2Fk!. De facto, com n = 2k:

n'=2-4-6 ... (n—2)-n
=(2-1)-(2-2)-(2-3)...(2(k—1)) - (2k) = 2RI

n!

TPC: E se n for impar? Como n!l = IR




EXEMPLO (32)

Exemplo

Determinarmos o nimero de particées de {1,2,...,n} em blocos de dois
elementos.

Intuitivamente, escolhemos uma particao e «aceitamos» se cada bloco
tem exatamente dois elementos. Como a série geradora exponencial de
«aceitar se tem exatamente dois elementos» é

X2

2

)

o nimero de tais particoes € o coeficiente de % na série exp(xz—z).
Calculamos:

X2 = 1x" = 1 = x20
2\ — —_—— = X" =1 2n —1)!! .
eXp(z) ; n! 2n nz:;) (2n)! +;( ) (2n)!

Portanto, co =1e

se m for impar,
Cm =
(m—1)!1 se mfor par,m > 2.



4. SERIES VS. FUNCOES



SERIES ~~ FUNGOES

Recordamos do Calculo
« Interpretando a série formal de poténcias

o0
A= ax"
n=0

como uma em R (ou em C), entdo existe um R
como<R< (0 )tal que "2 ant" é
absolutamente convergente, para cada t € |-R, R|.

- Se R > 0, associamos a série A a fungao
A:]-RR[— R, t+— ) ant".
n=o0

A funcao A admite derivadas de cada ordem em ]-R, R e, para cada
neN,
- AM(0)

An n!




EXEMPLOS (34)

Exemplos

1. 0 polindmio ao + a;x + ax? + - - - 4 apx® defina a funcdo polinomial
R— R, t+—> 0o+ a:it+ axt®+ -+ apth.

3. Asérie (formal) A = }",° 2"x" tem o raio de convergéncia R = J;
portanto, a série A define a funcao

11 n_
A.:|2 2|:—>R t»—>z2t

1-—2t

oo

4. Asérie (formal) exp = 3,2 +:x" tem o raio de convergéncia R = oc;
de facto, a série exp define a funcao

n

exp: R — R, tn—>zm:et



TRANSPORTAR O CALCULO (35)

Nota

O calculo com séries formais corresponde ao calculo com fungdes (o que
é as vezes mais conveniente). Mais concretamente:

- a seérie nula corresponde a fung¢ao nula, a série «xum» corresponde a
funcao definida por t — 1,

- a soma de séries corresponde a soma de funcoes,

(Aqui: 7 +9)0) =7 () + 90 ]

- a multiplicagao por escalares de séries corresponde a multiplicacao
por escalares de funcaes,

(Aaui: (@-9)() =a-g(0) ]

- 0 produto de séries corresponde ao produto de funcoes.

(Aqui: (- 9)®) = (1) (1))

« A substituicao de séries corresponde a composicao de fungoes.



EXEMPLOS

Exemplo

A funcao geradora ordinaria fib da sucessao dos nimeros de Fibonacci
(fn)HGIN (deﬁnida porfo :f‘l =1 efn :fn—1 +fn_2, n> 2) é dada por

N mpan 1
ﬂb(t)_gfnt =

Como limy_.o, 21 = ¢ (0 nimero de ouro), o raio de convergéncia é
fn

_ 1
R*a-



EXEMPLOS

Exemplo

Sejan € N e, para cada k € IN, seja ¢, 0 niUmero de arranjos com
repeticao de n objetos k a k; ou seja, ¢, = n*.

Entao, a funcao geradora exponencial correspondente f é definida por

f(t) _ Z nk% _ Z (nktl) _ ent
k=0 k=0

Nota

Considerando as propriedades da funcao exponencial, obtemos logo
para a série formal exp:

exp® = exp(kx), (substituir kx em exp)

para cada k € Z. Em particular, exp™" = exp(-X).



EXEMPLO: PARTICOES (38)

Exemplo

Qual é o namero p, de particoes ordenadas (E,, E;) de {1,...,n} em duas
partes ndao-vazias?

Como se trata de objetos «distinguiveis», consideremos a
correspondente série exponencial P:

P = Z % "= (Z r:!X”> : (Z rlx”) = (exp—1) - (exp —1).

n=1

Logo,

ol =
P =exp(2X) —2exp+1=Y = _ZZFJH’
n=0 ’ n=o0

€ porisso po =0¢€,paran>1,p, =2"—2=2(2""-1).

Finalmente, o nimero de particoes de {1,...,n} em duas partes
nao-vazias € 2"~' —1, paran >1 (ver também o exercicio 10, folha 4).



EXEMPLO: FUNGOES SOBREJETIVAS

Exemplo
Determinarmos o numero am n de funcées sobrejetivas do tipo
{1,....m} — {1,...,n}.
Fixamos m € IN, e consideremos as seguintes questdes sobre um conjunto
finito X:
1. F: fungoes {1,...,m} — X,
2. S: fungoes sobrejetivas {1,...,m} — X,
3. U: «fazer nada» (um elemento).

Tento em conta que uma funcao {1,...,m} — {1,...,n} é dada por
um subconjunto X de {1,...,n} (@ imagem) e uma funcdo sobrejetiva
{1,....m} — X,

F=SxU, logo anm: Zam’”m exp
n=0 n=0



EXEMPLO: FUNGOES SOBREJETIVAS

Exemplo

Determinarmos o numero am n de funcées sobrejetivas do tipo
{1,....m} — {1,...,n}.

e por isso
Zamn <Z” ) exp(-X) = (Z mﬁ:) (Z(-ﬂ”ﬁ)

Consequentemente, para cada n € N,

n

ann =3 () (0"~ .

k=0



O BINOMIAL GENERALIZADO

Nota
Recordamos que, para cada m € IN:

(1 +x)m:2m:<';')xn:(1 +x)m:§:<’g)xn.

n=0 n=0
Consideremos agora o coeficiente binomial generalizado: parar € R e
n e NN,

n fatores

<r> = r(r—1)...(r—n+1)’ em particular (r) =1.
n n! (o]

Pelos resultados do Calculo/Analise, a série de Taylor da fungao f
definida por f(x) = (1 + x)" & dado por

(e

e este série converge absolutamente em ]-1,1[ para f(x).



O BINOMIAL GENERALIZADO

Nota
Sendo assim, (comr e R)
por
= [
I = ( )x”.
(1+x) nZ:o p

Ainda pelos resultados do Calculo, verifica-se a igualdade
+x)"(1+x)0°=(+x)"

para todos os x com |x| < 1, portanto, esta igualdade também é valida
para as séries formais.

Por exemplo, concluimos, para todos osr,s € R e todo o n € IN:

(%) -2 @)



5. A DERIVADA E O INTEGRAL



MAIS DUAS OPERACOES COM SERIES FORMAIS

Definicao
Seja
A= Zanx” = 0o+ A X+ ax>+ax3+...
n=0

uma série de poténcias formal. Entao,

©a de A é a série de poténcias formal
o0
A = a; +2a,x + 303)(2 dbooo = Z(n + 1)a,,+1x”.
n=o0
*0 de A é a série de poténcias formal
a a = a
A=aoX+ =X+ 2x3 4. =Y —0 x",
/ X+ 5+ X+ > o



CALCULAR COM A DERIVADA E O INTEGRAL

Séries formais vs. fun¢oes

+ As séries de poténcias formais A’ e [.A tém o mesmo raio de
convergéncia como a série A.

- Dentro do intervalo de convergéncia da série A, a derivada (formal)
e o integral (formal) correspondem as operagdes com as funcoes
definidas pelas séries.

Mais concretamente,

- a funcao definida pela série formal A’ € a derivada da fungao
definida pela série A;
- para cada elemento x do intervalo de convergéncia,

(/A) (x) = /OXA(t) dt.



CALCULAR COM A DERIVADA E O INTEGRAL (44)

As operacoes algébricas

As operacoes «derivada» e «integral» com as séries formais obedecem
as regras conhecidas do calculo com funcoes:

c(A+B)=A+B e [(A+B)=[A+ [B;
c (@A) =aA e [(aA)=af4
c(A-BY=A B+ A-B;

- se A é invertivel, entdo (A”)' =-A . A2

Notacao mais intuitiva:
1)’ _ A
A) A

* (AoB) =(A'oB)-B.

- Para cada série formal A: ([ A)' = A.



EXEMPLOS

Exemplo

oo oo o0 oo 4 1 / X
n __ n __ n—1 __ n _ _
Somt = m = x3 —X<Zx) —x<1_x) -

Exemplo
Consideremos

)-S5 o

Portanto, a correspondente funcao é dada por, para x €]-1,1]|,

A(X):/Ox1dt:—ln(1—x).

1—t



6. VOLTANDO AS EQUAGOES DE RECORRENCIA



TORRE DE HANOI (OUTRA VEZ)

Exemplo

Recordamos que o niimero minimo de passos necessarios para
transportar n discos da origem ao destino é dado pelas equagoes

a, =2a,_,+1 (paran>2) e a, =1. (&)

.

origem auxiliar destino




TORRE DE HANOI (OUTRA VEZ)

Exemplo

Recordamos que o niimero minimo de passos necessarios para
transportar n discos da origem ao destino é dado pelas equagoes

a, =2a,_,+1 (paran>2) e a, =1. (&)

Utilizando os métodos introduzidos anteriormente, consideremos pri-
meiro a equacao homogénea a, = 2a,_,, cuja solugao geral &

(c-2")nzn.

Também verifica-se facilmente que a sucessao «constante» (-1),>4 € uma
solucdo de (*); assim, a solucdo geral de (*) é dada por

(c-2" —1)p>1.

Finalmente, tendo em conta a condicao inicial a, = 1, obtemos 1 = 2¢ — 1,
ou seja, ¢ = 1. Assim, a solucao é

a, =2"—1.



... E COM SERIES GERADORAS

Exemplo (Torre de Hanoi)

Equagdo de recorréncia: a, =2a, ,+1 (paran>2) e a, =1
Agora utilizamos a série geradora ordinaria A = 7, anx"
correspondente.

oo oo oo
= X" =aXx+ > apX"=x+> (2851 + 1)X"
n=1 n=2 n=2

oo oo o0 oo
_ n n __ n 2 n
=X+ 20 X"+ X"=X+2XD_apX"+ X)X

n=2 n=2 n=1 n=o0

2

= XtxA+ = ;
1—X
Portanto,
B X 1 1
T(-x)(1—-2¢) 1—2x 1—x
= @)+ )= _x"+1)=> (2" —1x",
n=1 n=1 n=1

e obtém-se a, = 2" — 1.



MAIS UM EXEMPLO

Exemplo

Equacao de recorréncia:

o0 o0
A:Zanx” :ao+a1x+Zanx”

n=0 n=2

=3+4X+ Y A X" +6> ap ox"

n=2 n=2
:3+L.x+xZa,, X" +6xzza,, X"
n=1 n=0
=3+4x+x(A—3)+6x°A
= (6X*> +X)A + X+ 3;

logo,
X+3 X+3

A= e —xt1 (1—3x)(1+2x)°

Procuramos agora a decomposicao em «fragoes simples».



MAIS UM EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo
Consideremos

X+ A B

5 = ;
1+ 2X

(1—3)(1+2x)  1-3x

X B(1 — 3x
+3 - (1—3x)
1+ 2X 142X
= 2. De forma semelhante obtém-se

)

multiplicando ambos os lados por (1 — 3x) obtemos

1
3
3 =

com x = ! obtemos A =
3 142

B =1, porisso
2 1
1—-3X  1+2X




MAIS UM EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo
Consequentemente:

1 1 = =
A=2 —2 nx" -2)"x"
AR T ik DD )

Assim, o coeficiente de x" € a, =2-3" + (-2)".



AINDA MAIS UM EXEMPLO (EXERCICIO 20A)

Exemplo
Finalmente, consideremos

a, = o nimero de ordens totais em {1,...,n},

aqui obtém-se a equacao de recorréncia linear (mas

)

(n=1),

Agora consideremos a série A=3, Bxm

—x" _1+Z a,,1 X1 —

_ao+z x”_1+z

Portanto,

o _ n_ s 1
A_1—X ZX Zn!x’
n=0 n=o0

e por isso a, = n!, para cada n € IN.



RESUMINDO (52)

Resolver uma equacao de recorréncia com séries geradoras
- Desenvolver a série ordinaria A = > a,x" (ou a série
exponencial A = 32 %x") utilizando a equagao de recorréncia e
as condicoes inicias até

+ obtemos tipicamente

__polinomio 1 polindmio 1

~polindmio 2 (1= AX)™ ... (1 — ApX)Me

+ Escrever A na forma

constante constante )

A = polinomio + (+ Ty + 1= o)

- Recordar (e utilizar) que

= (7))



SISTEMAS DE EQUAGCOES DE RECORRENCIA

Exemplo

Vamos resolver o sistema de equagoes de recorréncia

Qn =20p_1+ byp_q +1

bn = an_1 +2by_y +2""

ComA=> < ax"eB=> ., bnx", obtemos:
oo o0
A= Zanx” = ao+Zanx"
n=o0 n=1
oo (o) oo
=0+2 Z an_X" + Z bp_X" + Zx”
n=1 n=1 n=1

o0 o0 o0
= 2x Z An_ X"+ X Z by X"+ x Z P
n=1 n=1 n=1

X
=2XA+xB+ ——.
1—X



SISTEMAS DE EQUAGCOES DE RECORRENCIA

Exemplo (continuagao)
Portanto, A = 2xA + xB + ;X.

Utilizando a segunda equacao, obtém-se B = xA + 2xB + ;. Assim,
temos

(1—2x)A—xB = L,
1-X

XA+ (1—2x)B =

1—2x'

ou seja, na linguagem de matrizes:

(1—2x) -X Al |5
-X -2x)||B| ||

Agora precisamos paciéncia ...



SISTEMAS DE EQUAGCOES DE RECORRENCIA

O sistema
(1—2x) -X Al
x  (1—-2¢)| |B|
Exemplo (continuacao)
Utilizamos a , por isso precisamos:

(1—2x) —X

K (2| T 72X = 00=30),

—x | x(1—2x) X X—3%x+3x3
(1—2x)] 1-x 1-2x  (1—x)(1—2x)’
1—2X x2 X
(-2) 5|, ¢
—X 1-X 1—-X

Dartantn-



SISTEMAS DE EQUAGCOES DE RECORRENCIA

Exemplo (continuagao)
Agora calculamos:

X
(1=x)2(1-3x)
A " B I C
1—x  (1—x)2  1-—3x
11 1 1 3 1
— — — +,
41—x 2 (1—x)2 4 1-—3X

i ()i

n=0

Conclusao:

1 1 3
Grrer = (-1 -2+ +257)
) 4 2 4 nelN



SISTEMAS DE EQUAGCOES DE RECORRENCIA

Exemplo (continuagio)
Agora calculamos:

X — 3% +3%

A= (1—x)2(1— 2x)(1 — 3x)
A B C D
= + + +
1—-x (1—x)2 1—-2x 1-—3x
11 101 1 3 01
=-— = = 4
L1—x 2 (1—Xx2 1—-2X 41—3X
goo o e [}
— 1 n 1 n+1 n n 3 n
SRR DI (MU EES SEORS S BEU
n=o0 n=o0 n=o0 n=o0
Conclusao:

1 1 3
a =|--+=(n+1 2”+3”>
(an)nen <4 5 (n+1) 2 ),
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