MATEMATICA DISCRETA

Ano Letivo 2023/24 (Versao: 12 de Maio de 2024)

Departamento de Matematica, Universidade de Aveiro
https://elearning.ua.pt/


https://elearning.ua.pt/

CAPITULO V
ELEMENTOS DE TEORIA DOS GRAFOS

PARTE |
CONCEITOS BASICOS



INTRODUCAO



AS PONTES DE KONIGSBERG

Fazer um passeio ...

Sera possivel cruzar as sete pontes de Konigsberg numa caminhada
continua sem passar duas vezes por uma delas? Veremos neste capitulo
porque a resposta é «Nao» ...

Leonhard Euler (1707 - 1783), matematico suigo.



AS PONTES DE KONIGSBERG

Um modelo matematico

A~
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1. CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE TEORIA DOS GRAFOS



GRAFOS ORIENTADOS E NAO ORIENTADOS

Definicao (grafo ndo orientado)

Designa-se por um terno G = (V, E, %) onde
+ V & um conjunto (os elementos de V chamamos ),
+ E & um conjunto (os elementos de E chamamos , tipicamente
E é disjunto de V),
- ¢ @ uma funcao (a do grafo)

Y E—{ACV[1< Al <2}
Se ¢(a) = {u,v}, u e vdizem-se os da aresta a.

Exemplo

V=1{12,3}, E={ab,cd}

¥(a) = {13}, ¥(b) ={1,2}, ¥(c) = {3},
¢(d) = {1,2} = {2,1}.




GRAFOS ORIENTADOS E NAO ORIENTADOS (8)

Definicao (grafo orientado)

Designa-se por (ou ) um terno G = (V,E,+) onde
+ V & um conjunto (os elementos de V chamamos ),
+ E & um conjunto (os elementos de E chamamos , tipicamente E
é disjunto de V),
« ¢ & uma funcao (a do grafo)
P E— VxV.
Se i(a) = (u,v), u diz-se deaev de a.
Exemplo

V=1{1,23}, E={ab,cd},

Z/J(a) - (37 1)1 1/)(b) - (1a2)r 1/1(C) = (373)1
¥(d) = (1,2).




GRAFOS ORIENTADOS E NAO ORIENTADOS

Grafos orientados vs. nao-orientados

A cada grafo orientado 3 = (V,E,v)) podemos associar um grafo nao
orientado G = (V, E, ) onde

zﬂ(a) = {u, v} precisamente quando v(a) = (u,v) ou ¥(a) = (v, u)
(ou seja, esquecemos a direcdo dos arcos).

Desde modo, varios conceitos de grafos aplicam-se igualmente aos
digrafos.

Exemplo




ALGUNS CONCEITOS )]

Definicao
Consideremos um grafo G = (V, E, ) respetivamente um digrafo
G = (V,E, ).

+ Uma aresta (um arco) com os pontos extremos iguais diz-se

+ Arestas com os mesmos vértices extremos designam-se por
, € arcos com a mesma cauda e a mesma cabeca
designam-se por

* G (respetivamente 8) diz-se quando nao contém arestas
(arcos) paralelas(os) nem lacetes.

+ Uma aresta (um arco) diz-se nos seus vertices extremos.

« Os vértices u e v dizem-se se existe uma aresta (um

arco) com pontos extremos u e v.
« Arestas (arcos) incidentes num mesmo veértice dizem-se

T3, asarrestas a e b sdo adjacentes.




ORDEM E DIMENSAO DE UM GRAFO

Definicao

Um grafo G = (V, E, ) respetivamente digrafo G = (V,E, ) diz-se
quando os conjuntos V e E sao finitos.

Nota
No que se segue, consideremos tipicamente grafos finitos.

Definicao
Seja G = (V, E,+) um grafo finito.
v(G) = |V| (o nimero de vértices).
e(G) = |[E| (o nGmero de arestas).

(E da forma igual para digrafos.)



2. GRAFOS SIMPLES



SIMPLIFICAR A NOTACAO (12)

Recordamos:

Um grafo (respetivamente digrafo) diz-se quando nao contém
arestas (arcos) paralelas(os) nem lacetes. (Di)Grafos nao simples
denota-se também por

Nota

Num grafo (respetivamente digrafo) , cada aresta (arco) a é
completamente determinada(o) pelos vértices extremos u e v (cauda u e
cabeca v). Neste caso escrevemos da forma mais sugestivo uv em lugar
de a.

Com esta notacao, o (di)grafo (V, E,+)) & completamente determinado
por (V,E) (ou seja, podemos «dispensar» 1)).



GRAFOS COMPLEMENTARES

Definicao
Seja G = (V, E) um grafo simples. O de G é o grafo
G® = (V, EL) com o mesmo conjunto de vértices e com

uv e B — uv ¢ E.

Exemplo

Nota
Portanto, (G°)¢ = G.



3. VIZINHAN(;A E GRAU



O CONCEITO DE VIZINHANCA (14)

Definicao

- Seja G = (V,E, ) um grafo e v € V. O conjunto de todos os vértices
adjacentes a v designa-se por de v e denota-se por
Ng(v) (ou simplesmente NV (v)).

'59168 (V,E,%) um digrafoev e V. A dev
€ o conjunto N/~ (v) de todos os vértices u tal que existe ume € E
com v(e) = (u,v), e a de v € o conjunto N (v)

de todos os vertices u tal que existe um e € E com v(e) = (v, u).

Exemplo

1 d C N(1) = {2a3}r
N(2) = {1},
b\, N(@3) = {1,3}.




O CONCEITO DE VIZINHANCA (14)

Definicao

- Seja G = (V,E, ) um grafo e v € V. O conjunto de todos os vértices
adjacentes a v designa-se por de v e denota-se por
Ng(v) (ou simplesmente N(v)).

'59168 (V,E,%) um digrafoev e V. A dev
€ o conjunto N/~ (v) de todos os vértices u tal que existe ume € E
com v(e) = (u,v), e a de v € o conjunto N (v)

de todos os vertices u tal que existe um e € E com v(e) = (v, u).

Exemplo




GRAU DE UM VERTICE

Definicao
Seja G = (V, E,+) um grafo finito com V +# &.
- Sejave V.0 de v é o nimero d(v) de arestas incidentes em v

(onde cada lacete conta duas vezes).
> © do grafo G denota-se por A(G):
A(G) = max{d(v) | v € V}.
-+ 0 do grafo G denota-se por §(G):
§(G) = min{d(v) | v € V}.

Nota

No caso de um digrafo @ = (V,E, ), consideremos ainda
1d7(v) = [{e|Ju e Vy(e) = (u,v)}].
Ld*(v) = {e | 3u € Vy(e) = (v, u)}.
« Nota: d(v) =d(v)+dt(v).



Exemplo

O Sr. e a Sra. Silva convidaram quatro casais para jantar em casa. Alguns
sao amigos do Sr. Silva e outros amigos da Sra. Silva. Em casa do casal
Silva os convidados que ja se conheciam cumprimentaram-se com um
aperto de mao e os restantes apenas se saudaram.

Depois de todos terem chegado o Sr. Silva observou:

se me excluir a mim todos deram um niimero diferente de apertos
de mao.

Quantos apertos de mao deu o Sr. Silva?

E claro que os membros de um mesmo casal nao se cumprimentaram
um ao outro, pelo que o nimero de cumprimentos variou entre o e 8.

Por outro lado, uma vez que, excluindo o Sr. Silva, todas as restantes 9
pessoas deram um nimero diferente de apertos de mao, podemos
atribuir a cada uma delas exactamente um indice j entre 0 e 8 que
corresponde ao nimero de apertos de mao que deu.



EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo
Utilizando o seguinte grafo:

Portanto:

- O vértice n, tem grau d(no) = 0; portanto, nenhuma aresta pode ter
um extremo em n.



EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo
Utilizando o seguinte grafo:

Portanto:

- Uma vez que o ng deu 8 apertos de mao, ele apertou a mao a toda a
gente, com excecao dele(a) proprio(a) e da mulher/do marido ...
logo, ne e ng sao casados.

Ja temos d(n,) = 0, d(ng) = 8 e d(n,) = 1, pelo que nao pode haver
mais arestas com extremos nestes vértices.



EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo
Utilizando o seguinte grafo:

Portanto:

- Por sua vez, n, s6 nao apertou a mao a ele proprio, a n, e n, (uma
vez que este Gltimo s6 deu um aperto de mao e foi a ng).

Logo, n; e n, sao casados e ja temos d(n,) = 2.



EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo
Utilizando o seguinte grafo:

Portanto:

+ Por sua vez, ng s6 nao deu apertos de mao a si proprio, a no, n, e n,
(note-se que este Gltimo deu um aperto de mao a ng e n).

Logo, n, e ng sao casados e ja temos d(n;) = 3.




EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo
Utilizando o seguinte grafo:

Portanto:
- 0 ns apertou a mao de ng, n,, ng, n, € ao Sr. Silva e,
consequentemente, é casado com nj.

Assim, n, é a Sra. Silva (que, naturalmente, nao deu um aperto de
mao ao Sr. Silva) e ficam determinados todos os apertos de mao.



EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Exemplo
Utilizando o seguinte grafo:

Portanto:

O Sr. Silva apertou a mao a ng, n,, ng € Ns.



REPRESENTAGAO POR MATRIZES

A matriz de incidéncia

Seja G = (V, E, ) um grafo nao orientado (finito). A
(aresta-vértice) de G é a matriz do tipo v x e definida por

0 sev¢(a),
VXE—R, (v,a) — ¢1 se(a) = {u,v} comu #v,
2 sey(a) ={v}.

Nota: Para cada a € E, a soma sobre todos os elementos da «coluna a» é
2. Para cada v € V, a soma sobre todos os elementos da «linha v» é o
grau de v.

Exemplo




REPRESENTAGAO POR MATRIZES

A matriz de incidéncia

Seja G = (V,E, ) um digrafo sem lacetes (finito). A
(aresta-vértice) de G & a matriz do tipo v x e definida por

-1 seexiste u € V. com (u,v) = ¢(a),
VxE—R, (v,a)~—— ¢1 seexisteucVcom (v,u)=r1(a),

O nos outros casos.

Nota: Para cada a € E, a soma sobre todos os elementos da «coluna a» é
0. Para cada v € V, a soma dos valores absolutos dos elementos da
«linha v» € igual ao grau de v, d(v) = d*(v) + d—(v).

U 3 111 1
b 2 (6] =]
2

Exemplo




INTERMEZZO: ALGUNS RESULTADOS BASICOS

Teorema

Para todo o grafo ndo orientado G = (V, E, ¢) finito, a soma dos graus
dos vertices é igual ao dobro do niimero de arestas, ou seja,

> d(v) = 2E|.

veV

Demonstracao.

Somamos de duas maneiras diferentes as entradas da matriz de
incidéncia de G:

- Para cada «linha v», a soma das entradas desta linha € igual ao d(v).
Portanto, a soma de todas as entradas da matriz de incidéncia é
iguala )", o, d(v).

+ Para cada «coluna a», a soma das entradas desta coluna é igual a 2.
Portanto, a soma de todas as entradas da matriz de incidéncia é
igual a 2|E|. O



INTERMEZZO: ALGUNS RESULTADOS BASICOS

Teorema

Para todo o grafo ndo orientado G = (V, E, ¢) finito, a soma dos graus
dos vertices é igual ao dobro do niimero de arestas, ou seja,

> d(v) = 2E|.

veV

Corolario

O niimero de vertices de grau impar é par.
Teorema

Para todo o digrafo = (V,E, %) finito,

> odt(v) =) d(v) =k

veV veV



REPRESENTAGAO POR MATRIZES

As matrizes de adjacéncia

+ Seja G = (V, E,¢) um grafo ndo orientado (finito). A
de G é a matriz do tipo v x v com entrada (u, v) igual a

Nota: Esta matriz @ simétrica e a soma sobre os elementos da
coluna u (ou linha u) é igual ao grau de u.

. Seja = (V,E, ) um digrafo (finito). A de G é
a matriz do tipo v x v definida por

Vx ViR, (u,v)— [{aeE| (@)= (uv)}.

Exemplo




REPRESENTAGAO POR MATRIZES

As matrizes de adjacéncia

+ Seja G = (V, E,¢) um grafo ndo orientado (finito). A
de G é a matriz do tipo v x v com entrada (u, v) igual a

Nota: Esta matriz @ simétrica e a soma sobre os elementos da
coluna u (ou linha u) é igual ao grau de u.

. Seja = (V,E, ) um digrafo (finito). A de G é
a matriz do tipo v x v definida por

Vx ViR, (u,v)— [{aeE| (@)= (uv)}.

Exemplo




4. ISOMORFISMOS DE GRAFOS E SUBGRAFOS



ISOMORFISMOS DE GRAFOS (22)

Definicao

Sejam os grafos G = (Vg, Eg, ¥6) € H= (Vy, Ex, ¥y). Um de G
emHéumparf: Ve — Vyeh: Ec — Ey de funcoes bijetivas tais que,
para todos ose € Eg e u,v € Vg,

(Ve(e) ={u,v}) < (¢u(h(e)) = {f(u),f(V)})-

No caso de digrafos, escreve-se (u,v) e (f(u),f(v)) em vez de {u,v} e de
{f(u),f(v)}, respetivamente.

Nota

No caso de grafos simples, e denotando as arestas da forma «uv», a
funcao h acima é completamente determinada por f:

h(uv) = f(u)f (v).
Portanto, um isomorfismo entre grafos simples (V;, Eg) € (Vu, Ey) € dado
por uma funcao bijetiva f: V¢ — V} tal que, para todos os u, v € Vg:

uv € Ec = f(u)f(v) € Ep.



ISOMORFISMOS DE GRAFOS (22)

Definicao

Sejam os grafos G = (Vg, Eg,v) € H = (Vu, Ey, 1g). Um de G
emHéumparf: Ve — Vyeh: Ec — Ey de funcoes bijetivas tais que,
para todos ose € Eg e u,v € Vg,

(Ve(e) ={u,v}) < (¢u(h(e)) = {f(u),f(V)})-

No caso de digrafos, escreve-se (u,v) e (f(u),f(v)) em vez de {u,v} e de
{f(u),f(v)}, respetivamente.

Nota

« Para cada grafo G = (V, E, 1), as identidades idy: V — V e
ide: E — E definem um isomorfismo de G em G.

« Para cada isomorfismo de G em H, as fungoes f~': Vy — Vg e
h=": E; — Eg definem um isomorfismo de H em G.

+ As compostas de isomorfismos sao isomorfismos.



GRAFOS ISOMORFOS

Definicao
(Di)grafos G e H dizem-se quando existe um isomorfismo
entre eles, e escreve-se G ~ H neste caso.

Nota

Intuitivamente, grafos isomorfos sao «iguais a menos da etiquetagao
dos vértices e aresta».




GRAFOS ISOMORFOS

Definicao

(Di)grafos G e H dizem-se quando existe um isomorfismo
entre eles, e escreve-se G ~ H neste caso.

Nota
Grafos isomorfos tém «as mesmas propriedades».

Mais concretamente, sendo o par f: Vg — Vy e h: Eg — Ey um
isomorfismo entre os grafos G = (Vg, Eg, 16) € H = (Vi, En, 1) (finitos).
Entao:

+ Os grafos tém a mesma ordem e a mesma dimensao:
v(G) =v(H) e ¢€(G) = e(H).
+ G é simples se e sO se H é simples.
- Vértices correspondentes tém o mesmo grau:
para cada v € Vg, dg(v) = du(p(v)).
« Portanto: A(G) = A(H) e §(G) =d(H).



UM EXEMPLO (24)

Exemplo

Representacgao grafica de todos os grafos simples nao isomorfos, com 5
vertices e 5 arestas:

O 1y i

INED R




SUBGRAFOS

Definicao
Sejam G = (Vg, Eg, 1) € H = (Vy, Ey, ¥y) grafos. O grafo H diz-se
de G quando Vy C Vg, Ey C Eg € 9y € a restricao de 1) ao conjunto Ep.

Neste caso também se diz que G € um de H.

Nota

Cada grafo é subgrafo de si proprio. Se H & um subgrafo de G e H # G,
entao diz-se que

Definicao
Um subgrafo H = (Vy, Ey, ¥n) de G = (Vg, Eg, ¥) diz-se
quando V4 = V.



EXEMPLOS

Exemplos
Considere o seguinte grafo G.

Alguns subgrafos de G:
3
2/ \4 ————@ 2 4
\, S <7 o<
5 1—5 1—5

1



SUBGRAFOS INDUZIDOS

Definicao
Seja G = (V, E,v) um grafo e sejam VCVeECE.

-0 é o grafo cujo conjunto de
vertices é V e cujo conjunto de arestas € o conjunto das arestas de G
com extremos em V.

-0 é o grafo cujo conjunto de
arestas é E e cujo conjunto de vértices é constituido pelos vértices
extremos das arestas de E.

Nota
Tem-se G = G[V] mas em geral G[E] # G. Por exemplo, para o grafo G

o grafo G[E] é o grafo

=)

De facto, G[E] = G se e s0 se G nao tém vertices isolados.



SUBGRAFOS INDUZIDOS

Definicao
Seja G = (V, E,v) um grafo e sejam VCVeECE.
-0 é o grafo cujo conjunto de

vertices é V e cujo conjunto de arestas € o conjunto das arestas de G
com extremos em V.

-0 é o grafo cujo conjunto de
arestas é E e cujo conjunto de vértices é constituido pelos vértices
extremos das arestas de E.

Nota

+ Por definicao, G[V — V] éo sugrafo gerado pelo complemento de V e
escrevemos simplesmente G — V. Ainda mais, se V = {v}, escreve-se
simplesmente G — v.

+ Denota-se por G — Eo subgrafo cujo conjunto de arestas
6 E—E. Se E = {e} escreve-se simplesmente G — e.

Atencao: Em geral G[E — E] e G — E séo distintos.



	Conceitos fundamentais de teoria dos grafos
	Grafos simples
	Vizinhança e grau
	Isomorfismos de grafos e subgrafos

