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1. ALGUNS CONCEITOS METRICOS



PASSEIOS EM GRAFOS

Definicao
Seja G = (V,E,+) um grafo. Um em G é uma sequéncia

[P = (Vo, €q,Vq,85,...,8€p, vk)
finita onde vo,Vq,...,vp €V, eq,e,,...,e, € Ee, paracadai =1,2,...,k,
V(ej) = Vi_qV;.
Neste caso diz-se que P & um passeio entre 0s vértices v e vj, (ou um
passeio-(Vo, Vk)). O vértice v, designa-se por do passeio P
e v designa-se por do passeio P, os vértices vs, ..., Vi_4

designam-se por

Nota

Num grafo simples, um passeio é determinado pela sequéncia dos
sucessivos vertices; isto é, basta considerar

P: (Vo,V1,...7Vk).



TRAJETOS, CAMINHOS, CIRCUITOS E CICLOS

Definicao
Seja G um grafo.
« Um € um passeio sem arestas repetidas.
- Um trajeto diz-se quando o vértice inicial coincide com o
vértice final (vo = vi). Um trajeto fechado diz-se também
« Um € um trajeto que nao repete vértices.
« Um P em G é um circuito com pelo menos uma aresta onde o
vértice inicial e os vértices intermédios sao diferentes dois a dois,
ou seja:

1. P é um lacete P = (vo, e, Vo), OU

2. P=(vo,a,v4,b,vp) comv, #v,ea# Db, ou

3. P=(Vo,€,Vq,€5,Vs,...,€k Vi, €Ly, Vo) € UM passeio com R > 2
e (Vo, e, Vq,€5,Vs,...,ek Vp) € um caminho.

Nota
Num grafo simples, um ciclo tem pelo menos trés vértices.



COMPRIMENTO DE PASSEIOS

Definicao

Seja G = (V,E,+) um grafo e seja P = (Vo, €4, V1, €, . .. e, Vg) UM passeio
de G. Entao, o é

comp(P) = k;

ou seja, comp(P) & o nimero de arestas (com eventual repeti¢cao) que o
constitui.

Nota

No caso dos caminhos e dos trajetos, o comprimento coincide com o
nimero de arestas.

Exemplos

Uma aresta € um caminho de comprimento 1 e um vértice € um caminho
de comprimento o.



DISTANCIA ENTRE VERTICES E DIAMETRO

Definicao
Seja G = (V, E,+) um grafo (finito). Para x,y € V, consideremos o

conjunto
Pxy = {0s caminhos entre x e y}.

Designa-se por entre vértices de G a funcao

dist: Vx V — {0,1,...,7(G), o0}

min{comp(P) | P € P se P a,
(X,y) —s in{ p(P) | %y} xy 7
(©.9) se Px’y = .
A maior distancia entre os vértices de G denota-se por de G,

isto €, diam(G) = maxy yev dist(X, ).

Nota
Tem-se
dist(x,x) = 0, dist(x,y) + dist(y,z) > dist(x, ),

e dist(x,y) = dist(y, x), para todos os x,y,z € V, com G nao orientado.



EXISTEM CAMINHOS «COMPRIDOS» ...

Teorema
Seja G = (V, E) um grafo simples finito.
- G contéem um caminho P tal que comp(P) > §(G).
- Se §(G) > 2, entdo G contém um ciclo C tal que comp(C) > §(G) + 1.

Demonstracgao.
Seja P = (Vo, V4, ..., V) um caminho de maior comprimento em G.
Portanto, todos os vizinhos de v, pertencem ao caminho (se nao,
podia-se prolongar o caminho), portanto,

comp(P) > d(v¢) > 5(G).

Seja io = min{i | v;vy € E}. Entdo, C = (V;, Vi q,..., Vg, V;) € um ciclo
(note-se que (vj, Vii4, - . ., V) tem pelo menos trés vertices porque
d(vg) > 2) de comprimento d(vi) + 1> 6(G) + 1. O



2. CONEXIDADE



CONEXIDADE

Definicao

Seja G = (V, E,+) um grafo. Os vértices u,v € V dizem-se

quando existe um caminho entre eles em G. O grafo G com pelo menos
um vértice diz-se quando todos os seus vértices sao conexos.
Um grafo nao conexo diz-se

Exemplo

o—S5 —=Rx

Grafo conexo



CONEXIDADE

Definicao

Seja G = (V, E,+) um grafo. Os vértices u,v € V dizem-se

quando existe um caminho entre eles em G. O grafo G com pelo menos
um vértice diz-se quando todos os seus vértices sao conexos.
Um grafo nao conexo diz-se

Nota
Seja G = (V, E,+) um grafo conexo. Entao, v(G) < ¢(G) + 1.

Ver exercicio 25.



COMPONENTES CONEXAS (10)

Definicao
As de um grafo G sao precisamente os subgrafos
(induzidos) conexos e o nimero de componentes conexas de

G denota-se por

Exemplo

o———I5 —x

I
i

cc(G)

Nota
- Um grafo G & conexo se e s0 se cc(G) = 1.



PONTES

Definicao

Uma aresta a de um grafo G diz-se uma (ou uma )
de G quando os pontos extremos de a sao desconexos em G — a.

Exemplo

]
G: % A aresta a € uma ponte de G.
Nota

Portanto, num grafo finito G, uma aresta a de G € uma ponte se e so0 se
cc(G — a) > cc(G), mais concretamente, se e so se cc(G — a) = cc(G) + 1.

Teorema

Uma aresta a de um grafo G é uma ponte se e so se a h@o pertence a
nenhum ciclo de G.



VOLTANDO AO KONIGSBERG

Exemplo

A~




VOLTANDO AO KONIGSBERG

Definicao
Seja G um grafo finito. Um circuito em G diz-se quando
contém todas as arestas de G.

Teorema
Seja G um grafo finito e conexo. Entao, G tem um circuito de Euler se e s6
se todos os vertices de G tém grau par.

Demonstracao.
Suponha que G tem um circuito de Euler, digamos
4
€4
P VO [ ]
ey )
VkR—1

Se um vértice v aparece n vezes em P, entao d(v) = 2n é par (porque todas
as arestas sao diferentes).



VOLTANDO AO KONIGSBERG

Definicao

Seja G um grafo finito. Um circuito em G diz-se quando
contém todas as arestas de G.

Teorema

Seja G um grafo finito e conexo. Entao, G tem um circuito de Euler se e s6
se todos os vertices de G tém grau par.

Demonstracao.
Suponha agora que todos os vértices de G tem grau par. Seja
e e
P: .—1. ......... @ - .—k.
Vo V4 Ve—q Vi

um trajeto de maior comprimento em G. Logo, P contém todas as arestas
com um vértice em vi. Logo, como d(v) € par, Vo = Vg. Suponha que existe
uma aresta fora de P; neste caso existe uma aresta ve——eV; forade P
com v; em P. Entao,

€ um trajeto mais comprido, uma contradicao. O



VOLTANDO AO KONIGSBERG

Exemplo
fr—
Os vertices tem grau 3, 5, 3 e 3, logo, nao existe
um circuito de Euler.
Definicao
Seja G um grafo finito. Um trajeto em G diz-se quando

contém todas as arestas de G.

Teorema
Seja G um grafo finito e conexo. Entdo, G tem um trajeto de Euler se e s6
0 nmero de vértices de grau impar é o ou 2.



3. GRAFOS PARTICULARES



GRAFOS COMPLETOS E GRAFOS NULOS (15)

Definicao
Um grafo simples G diz-se quando todos os pares de vértices
sao adjacentes. Um grafo G = (V, E, ¢) diz-se quando E = &, ou

seja, quando nao tem arestas.

Nota
+ A menos de isomorfismo, existe um @nico grafo completo de ordem

n
n € IN. Denota-se este grafo por K, e tem-se ¢(K,) = <2>

+ Cada grafo nulo é simples. De facto, os grafos nulos sao,
precisamente, os grafos complementares dos grafos completos.
Portanto, denotamos o grafo nulo com n vértices por KC.

Exemplos (Grafos completos)

K, K, Ks




GRAFOS REGULARES (16)

Definicao

Seja k € IN. Um grafo G diz-se quando todos os seus vértices
tém grau k. Um grafo G diz-se quando G é k-regular para algum
k € IN.

Exemplos (Grafos 2-regulares)

Nota
« Os grafos 3-regulares designam-se também por grafos cibicos.

+ O grafo K, & (n — 1)-regular. De facto, um grafo simples G com n
vértices e (n — 1)-regular se e so se G € completo.

+ Um grafo G é o-regular se e so se G &€ um grafo nulo.



GRAFOS BIPARTIDOS

Definicao
Um grafo G = (V, E, ) diz-se quando existem subconjuntos
X,YCVdeVcomV=XUYeXnY =g, tais que os grafos G[X] e G[Y]
sao nulos.

Isto &, nao existem arestas entre qualquer par de vértices de X, nem
entre qualquer par de vértices de Y, ou seja, cada aresta de G tem um
extremo em X e outro em Y.

O par (X,Y) designa-se por . Neste caso
denota-se G por (X, Y, E,v) (ou simplesmente (X, Y, E) se G & simples).

Exemplo




GRAFOS BIPARTIDOS (CF))

Teorema

Um grafo G é bipartido se e s6 se G ndo tem ciclos de comprimento impatr.

Demonstracgao.

Suponha que G é bipartido (com a particao (X, Y)) e seja

um ciclo em G. Suponhamos que vo € X. Entao, v, € Y, v, €X,...,Vp_, €Y
e Vo € X. Portanto, ha um nimero impar de vértices em P e, por isso, um
nimero par de arestas.



GRAFOS BIPARTIDOS (CF))

Teorema
Um grafo G é bipartido se e s6 se G ndo tem ciclos de comprimento impatr.

Demonstracgao.

Suponha agora que G = (V, E,+) ndao tem ciclos de comprimento impar (e
G é conexo). Seja x, € V. Consideremos V=XUY, XNY = @, onde

X={xeV]dist(x,xo) € par} e Y={yeV]|dist(y,xo) € impar}.

Suponhamos que existem x, x’ € X adjacentes (com a € E). Sejam

p: ——seie—— P/- C——00000000 00—

X Xo " Xo X'
caminhos de menor comprimento (necessariamente par). Portanto,
a

b x X X

€ um passeio fechado de comprimento impar, logo existe um ciclo de
comprimento impar (TPC!), uma contradicdo. O



4. PROBLEMAS DE CAMINHO DE CUSTO MINIMO EM
GRAFOS



O PROBLEMA
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FORMALIZAR O PROBLEMA

Na linguagem de grafos

32
42 b
19
3
|
14 17
r———0
19
7
13

+ Os vértices representam cruzamentos
- As arestas representam estradas com distancia/tempo/preco/ ...



GRAFOS COM CUSTOS (21)

Definicao
Um G = (V,E, W) é dado por
um grafos simples (V,E) e uma

W:VxV—]o,c]

tais que, W(u,v) = W(v,u), W(u,u) = 0 e, para todos os u # v € V,
W(u,v) =ocoseuv¢E. (Logo, podemos dispensar E.)
Para um caminho P = (vo, V4, ..., Vk) €m G, 0 e
kR—1
W(P) = Z W(v;, Vi)
1=0
(onde a 4+ 00 = 0o = o0 + a).

Objetivo

Encontrar entre dois veértices.



O ALGORITMO DE DIJKSTRA ()]

Consideragoes iniciais
Se (Vo, V1, ..., Vk_q, V) € 0 caminho de menor custo entre v, € v, entao
(Vo, V4, ...,Vr_4) € 0 caminho de menor custo entre v, € Vg_,.

Edsger Wybe Dijkstra (1930 - 2002), matematico e cientista da computacao holandés.

Ver também https://www.cs.utexas.edu/users/EWD/welcome.html.


https://www.cs.utexas.edu/users/EWD/welcome.html

O ALGORITMO DE DIJKSTRA

Aideia

Procuramos o caminho de menor custo entre & .



O ALGORITMO DE DIJKSTRA

As variaveis
- start = vértice inicial.
- ParacadaveV:
- marca(v) = custo do caminho de menor custo entre start ev
(até ao momento).
- ant(v) = antecessor de v # start no caminho de menor custo
entre start e v (até ao momento).
- temp = lista dos vértices com valores temporarios.

« menor = vértice de menor custo (no momento).



O ALGORITMO DE DIJKSTRA

O desenvolvimento
« Inicializar as variaveis:

- Para cada v € V: marca(v) = oo, ant(v) = .
* marca(start) =o.
- temp =V )\ {start} emenor = start.

* Repetir:
O (G = GSk
+ Para todo o v em temp:
- Se marca(v) > marca(menor) + W(menor, v), entao

marca(v) = marca(menor) + W(menor,v),
ant(v) = menor.

+ Se marca(Vv) < Cayx €NtA0 Cayx = Marca(Vv) e Vouyx =V
(memorizar menor custo).

- temp = temp \{V,ux } € MENOT = V3.
Até que: menor = vértice final.



O ALGORITMO DE DIJKSTRA

Exemplo

1 2 3 4 menor temp
(OO’_) (007_) (OO’_) 1 {2’374}
(1’1) (OO’ B 2 {374}
(3,2) 3 {4}
4 %]

/ \ - vértice inicial: 1.
- vertice final: 4.
- Notacao: (custo, vértice anterior).
N\
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