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Capitulo 1

Léogica de Primeira Ordem e
Demonstracao Automatica

1.1 Elementos da Légica Proposicional

Formulas

Na logica proposicional, uma proposicao ¢ uma afirmacao que apenas toma o valor verda-
deiro ou falso, mas nao os dois ao mesmo tempo. Temos entao alguns exemplos de proposi-

coes:

e« Um namero primo impar p é soma de dois quadrados se e s6 se p tem o resto 1 na
divisao por 4.

e /2 é um ntmero racional.
e 1+ 1=3e 1l é um ntmero primo.
e A hipétese de Riemann ¢ falsa ou esta a chover.

e Se o S. L. Benfica é campeao, entao o F. C. Porto ndo é campeao.

Vejamos que algumas das proposi¢oes acima sao verdadeiras e outras sdo falsas; no entanto,
todas elas tém um valor de verdade bem definido (mesmo que nao saibamos qual é). Por
outro lado, algo como «n é um nimero par» nao podera ser uma proposi¢ado, uma vez que

nao temos valor de verdade até escolher um n particular.

Os conectivos combinam as afirmagoes l6gicas de forma a torna-las mais complexas, i.e.,
utilizamo-os para construir proposi¢coes mais complexas a partir de proposi¢oes mais simples.
Podemos observar que existem certos conectivos que ocorrem com alguma frequéncia nas

proposicoes:
I G I e & ... DNAO ...»;

o K ...O0U...»; e ¢« Se...entao ...»;
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e «...seesOse...».

No entanto, num discurso corrente, ocorrem também com alguma frequéncia

«...Mmas ...» «..sdse...»n «... exceptose...» ...
Neste caso:
e & ... mas...» pode ser substituido por « ...e ...»;
e «...s0se...» pode ser substituido por « ... implica ...» ou « Se ... entdo ...»;
e « ... excepto se ...» pode ser substituido por « ... ou ...».

A partir deste momento, podemos fazer a distin¢ao entre dois tipos de proposicoes:

o atdémicas: proposicoes onde o valor de verdade é dado pelo contexto ou escolhido

livremente.

e compostas: proposi¢oes compostas por outras proposicoes, ligadas pelos conectivos,

onde o valor de verdade depende do valor de verdade das componentes.

Nota 1.1.1. Existem ainda dois simbolos especiais que serdao tidos como proposicoes ato-
micas: L e T. Mais a frente veremos o que estes representam.

Porque queremos falar de forma abstracta sobre como raciocinar (e argumentar), nao sera
suposto limitar-mo-nos a proposi¢oes em particular, mas explorar o que pode ser dito de
forma geral sobre estas. Desta forma, vamos introduzir as varidveis proposicionais: sim-
bolos que representam uma proposicao atémica. Tradicionalmente, estas serao representadas

por letras mindsculas (eventualmente com indices): p,q,r,...,Dp1,D2, D3, - -

Assim como no caso das variaveis, sera 1til identificar os conectivos apresentados mais acima

de forma simbélica. Desta forma,

» A representara a conjungao (« ... e ...»);

V representard a disjuncgao (« ... ou...»);
e — representarda a negagao (« nao ...»);
» — representard a implicagdo ou condicional (« Se ... entao ...»);

« <> representard a dupla implicagdo ou equivaléncia (« ... se e s6 se ...»).
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Nota 1.1.2. A curiosidade podera levar-nos a perguntar se, para além dos ja apresentados,

existem conectivos um pouco mais «exdticos» (que nos permitam construir novos tipos de

afirmacoes). De facto, existem: é o caso do «ou exclusivo» (representado simbolicamente

por V ou @) e da «negaciao conjunta» (representada simbolicamente por |).

Uma férmula (bem formada) é uma sequéncia finita de simbolos de um determinado

alfabeto que é parte de uma linguagem formal. No caso da logica proposicional, as formulas

(bem formadas) sao ditas férmulas proposicionais e o alfabeto a considerar é composto

pelos simbolos relativos aos conectivos A, V,—, —, <>, 1, T e uma escolha de variaveis pro-

posicionais (diferentes destes simbolos), tipicamente denotados por p,q,r,.... As férmulas

proposicionais podem entao ser definidas recursivamente de acordo com as regras que abaixo

se apresentam:

1. cada varidvel é uma féormula e L and T sdo férmulas.

2. Se ¢ e 1) sao férmulas, entao as expressoes

(=), (eAY), (pV), (g—=1v), (p<1h)

sao férmulas.

Nota 1.1.3. Para tornar a notagao menos pesada, vamos suprimir os paréntesis externos.

A titulo de exemplo, escreveremos ¢ V (b — &) em vez de (¢ V (¢ — €)). Adicionalmente,

entenderemos que — tem uma «ligagdo mais forte» (ou seja, aplica-se primeiro) do que os

outros conetivos, ou seja, escreveremos —p V 1) em vez de (—g) V 1.

Altenativamente, podemos utilizar a BNF (Forma de Backus-Naur):

<formula>

::= variavel | L | T
(- <formula>)

(<formula> A <formula>)
(<formula> V <formula>)
(<formula> — <formula>)
(<formula> <> <formula>)

Exemplo 1.1.4. Se considerarmos p, g e r trés variaveis, podemos ter os seguintes exemplos

de férmulas:

° J‘? T7p7q7T?"‘

e pVgqg,p— 1L, 0L, ...

« (pAQ) < q, p—q) = (pVa),...

« (pAg) = ((pVq)—q),...

No entanto, se considerarmos o mesmo conjunto de varidveis, as sequéncias (L T), (pgr), p—,

p+< V, (T =), (pAgq) = r)ou (pA — q) nao sao férmulas.
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Exemplo 1.1.5. As expressoes =((-p A q) — =) e =pV ((p A q) — —r) sao féormulas.
Efectivamente, se considerarmos as variaveis p, ¢, r, podemos seguir as arvores de construcgao

ilustradas abaixo.

~((=pAq) = )
\

(-pAgq) = == —pV((pAq) — )
N PN
“pAgq —=r -p (pNq)— —r
PN | e
-p q - pPAg —r
| | RN |
D r p q r

Semantica, Validade e Equivaléncia

E importante relembrarmos que as férmulas bem formadas introduzidas anteriormente nao
sao verdadeiras ou falsas por si s6: tudo depende da veracidade ou falsidade das afirma-
¢oes representadas pelas variaveis proposicionais que a compoem. O nosso objetivo agora
sera perceber de que forma podemos interpretar uma férmula, uma vez decidido se as suas

variaveis proposicionais sao verdadeiras ou falsas.

De facto, a maneira mais simples de o fazer é através do preenchimento de uma tabela de
verdade para cada conectivo presente na férmula. Se tomarmos os conectivos como as ideias
logicas informais que estes representam, tudo se torna mais facil: por exemplo, sabemos
que A deve representar « ... e ...», pelo que podemos definir (intuitivamente) ¢ A 1) como
verdadeira se e s6 se ambas as componentes forem verdadeiras. Ao proceder da mesma forma
para os restantes conectivos, podemos determinar o valor de verdade de qualquer férmula
bem formada ao observar apenas as suas componentes mais simples e os seus valores de

verdade.

Defini¢ao 1.1.6. Uma valoragao (ou interpretagao) de um conjunto V' de varidveis
proposicionais é uma fungao v: V — {0, 1}, onde 0 representa o valor légico «falso» e 1
representa o valor l6gico «verdadeiro».

Nota 1.1.7. Como visto anteriormente, os simbolos L e T representam proposi¢oes ato-

micas especiais. Para qualquer valoragdo v, vamos convencionar v(T) =1 e v(L) = 0.

Exemplo 1.1.8. Se p e g forem variaveis proposicionais, entdo uma valoracao do conjunto
V = {p, ¢} poderd ser a funcao v: V" — {0,1} tal que v(p) =1 e v(¢q) = 0.

Efectivamente, a valoracdo apresentada é uma das quatro possiveis atribui¢oes de verdade

para um conjunto V' com duas variaveis proposicionais.
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Nota 1.1.9. Em geral, se estivermos perante n varidveis proposicionais, teremos 2" valo-
ragoes distintas para o conjunto destas (uma vez que varidvel apenas pode receber um de

dois valores de verdade).

Uma vez definida a valoracao de variaveis proposicionais, o proximo passo sera estender
estas fungoes, por forma a obter o valor de verdade de quaisquer férmulas que utilizem as
varidveis em questao (tendo em consideragao o significado dos conectivos 16gicos presentes).
Este nosso problema torna-se relativamente complicado para formulas muito complexas. A
titulo de exemplo, se tivermos uma valoragdo v: V. — {0,1}, onde V' = {p,q,r}, tal que

p,r+—= 1 e g+ 0, qual serd o valor de verdade da seguinte férmula?

(0= (gAr) < (=pVa))
Suponhamos entao que, de alguma forma, ja sabemos o valor de verdade que vamos atribuir
a duas férmulas ¢ e . Que valor de verdade devemos dar a ¢ V 9?7

E claro que temos liberdade de escolha, mas como V representa o mesmo que « ... OU ... »,
serd sensato atribuir a ¢ V ¢ o valor 1 se pelo menos uma férmula de {¢, 1} for verdadeira,

e o valor 0 caso contrario.

O escrito imediatamente acima pode ser entao resumido na seguinte tabela de verdade.

VY

—|ol=|o|=
===l <

el il =l =l

Podemos pensar na tabela de verdade anterior como uma maneira de combinar dois valores
de verdade para obter outro, assim como + combina dois niimeros noutro. Neste caso:
1v1i=1,1v0=1,0v1=1e0V0=0. A vantagem de pensarmos desta forma prende-se
com o facto de conseguirmos reduzir o escrito a uma tnica expressao: v(pV) = v(p)Vo(v).
Apresentamos agora as tabelas de verdade para os restantes conectivos introduzidos.

NP o =Y 0 P

(@n)
el =l =l E=RS
— ool
—lolo|lo|l>
el el E=lE=1RS
—lol— o

—
1
1
0
1

el el =l E=1R
— ool

—lolo|l~|T

Suponhamos agora que temos uma valoragao de um conjunto de variaveis proposicionais V/,
v: V — {0,1}. Existe apenas uma maneira de estender v de forma a que consigamos obter
a interpretacao de qualquer formula que utilize as varidveis proposicionais em V' e tal que,

se tomarmos ¢ e 1 duas féormulas, sejam satisfeitas as seguintes igualdades:

v(L)=0
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v(T)=1
v(e AY) =v(p) Av(Y)
v(e V) = v(p) V()
v = ¥) = v(p) = v()
v(p < ) =v(p) < v(¥)
v(—p) = ~(p)
Devemos recordar que utilizamos aqui os simbolos «A, V, —, ...» com dois significados

diferentes: como partes da férmula, mas também como elementos de combinagao dos valores
de verdade.

Exemplo 1.1.10. Suponhamos que V' = {p, ¢} e que temos uma valoracao v: V" — {0, 1}
tal que p— 1 e ¢ — 0. Entao,

v(=p— (pVq) =v(=p) = v(pVa)
= —w(p) = (v(p) Vv(q))
=-1— (1V0)
=0—1
=1

Uma maneira analoga de obter a interpretagao pedida no exemplo anterior seria através do
preenchimento da tabela de verdade relativa a férmula em causa, retirando a informacao da
linha onde v(p) = 1 e v(¢g) = 0. Veremos uma tal situagdo no préximo exemplo.

Exemplo 1.1.11. Vamos comecar por obter todas as possiveis interpretacoes da férmula
(pV q) — q, de acordo com as tabelas de verdade dos conectivos 16gicos nela presentes
(V,=).

plqg|pVa| (pVa) —q
0[0] 0 1
01| 1 1
11o0] 1 0
1/1] 1 1

Suponhamos agora que estamos na presenca de uma valoragao v: V. — {0,1}, onde V =
{p,q}, e tal que p — 1 e ¢ — 0. Se quisermos obter a interpretacdo da férmula acima
indicada (para a valoracdo em causa), basta encontrar a linha da tabela onde v(p) = 1 e
v(q) = 0 e retirar a informagao na coluna (p V ¢) — ¢. Neste caso, v((pV ¢) — ¢q) = 0.
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Definicao 1.1.12. Uma férmula diz-se:

« uma tautologia (ou férmula valida) quando tiver o valor légico 1 para cada
interpretacao;

« uma contingéncia (ou férmula consistente) se existir uma interpretagao com
valor légico 1;

« uma contradicao (ou inconsisténcia) quando nao for uma consisténcia, ou seja,
quando tiver valor l6gico 0 para cada interpretacao.

Para a verificacdo das tautologias, contingéncias e contradi¢des, a técnica mais intuitiva a
utilizar serd o preenchimento da tabela de verdade associada a férmula em questao (resume o
estudo particular de cada valoragao que se possa fazer nas varidveis proposicionais). Vejamos
agora alguns exemplos de aplicacgao.

Exemplo 1.1.13. As férmulas (p A ¢) — g e (p A q) — p sdo tautologias.

pla|pha| (pNg) —q pla|pha| (pNqg) —p
olo| o 1 olo| o 1
o[1] o 1 o[1] o 1
1/o] o 1 t/o] o 1
1] 1 1 1] 1 1

Defini¢ao 1.1.14. As férmulas ¢ e 1) dizem-se equivalentes légicas (¢ = ) quando
@ e 1 tem o mesmo valor logico, para cada valoracao.

Nota 1.1.15. @ = 1) se e 86 se a férmula ¢ <> ¢ é uma tautologia.

Exemplo 1.1.16. Temos que (—pV q) = (p — q) = (-q¢ — —p). Efectivamente,

pla|p—q| —p|pVg|l (-pVaq) < (p—q)
olo| 1 1 1 1
ol1] 1 1 1 1
1o o 0 0 1
/1] 1 0 1 1
plag|p—=q||~q|p|-qg—-p|l (p—q < (2qg— p)
olo| 1 1] 1 1 1
o[1]| 1 01 1 1
1o o 1] 0 0 1
1]1] 1 00 1 1
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Podemos ainda confirmar que se verificam as seguintes equivaléncias:

(pAq) = (gADp), (pVa) =(qVp),
(pAgAT)=(pA(gAT)), (pvgvr)=({VigVvr))
(pAp)=p, (pVp) =p,
(pAT)=p, (pv 1) =p,
(pAL)=1, (pvT)=T
bem como as leis de distributividade,
(pA(@gvr)={@AqgV(pAT), (pV(gAr)={@VaA(pVr)
as leis de De Morgan,
=(pVq) = (-pA—q), ~(pAgq)=(-pV —q)

e a lei de dupla negagao, =—p = p.

Exemplo 1.1.17. Dadas trés varidveis proposicionais p, q,r e as férmulas ¢ = p A (qgV r) e
= (pAq)Vr, verifica-se que ¢ Z 1.

A tltima questao que vamos explorar nesta sub-sec¢ao ¢ a passagem das tabelas de verdade
as formulas. Para tal, imaginemos uma tabela de verdade do tipo

olo|o|loli
== OO R
| o= O]
—| ool ~|f8

onde desconhecemos ¢ na sua forma explicita. Uma pergunta legitima que podemos fazer

neste momento ¢ se existe forma de obter ¢ explicitamente.

Vejamos que, neste caso, ¢ serd uma férmula verdadeira quando p = ¢ = r = 0 ou quando p =
0 e g =r =1 (de entre outras possiveis combinagoes). De facto, s6 é necessario traduzir este
racioncinio para uma forma légica. . . «p é verdadeira quando p e q e r forem falsas ou quando
p for falsa e g e r forem verdadeirasy traduz-se entdo em ¢ = (=p A—=gA—r)V (=pAgAT).
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Em termos praticos, s6 é necessario observar cada linha da tabela onde ¢ é verdadeira,
escrever as condicoes das variaveis da linha em causa, e fazer a disjuncao de todas as condigoes
obtidas.

Exemplo 1.1.18. Consideremos as variaveis proposicionais p, ¢, e uma férmula ¢, unica-
mente dependente destas. Apresentamos abaixo a tabela de verdade relativa a ¢.

el el el el k=l E=l R =l el k]

R R ORI R OO

—lol—|lolr|lol—|lol=

=l = = R N

A partir daqui, e de acordo com o escrito anteriormente, é facil chegarmos a forma explicita
de . Neste caso, sabemos que apenas temos ¢ = 1 na 12, 4% 5% 6 e 8* linhas. Assim,

vamos escrever as condigoes relativas as variaveis:

p1="pAg AT,
P4 ="PNGNT,
5 =p A\ —g A,
Y6 =pNqAT,
ps =pANgAT.

Por tltimo, resta-nos fazer a disjuncao entre estas condi¢oes, obtendo

o=(pA=gA=T)V(pAGAT)V (DA=gA=T)V (DA=gAT)V (PAGAT).

No entanto, podemos ainda imaginar situagoes onde a formula ¢ é mais vezes verdadeira do
que falsa. Neste caso, é conveniente adoptar outra estratégia quanto a obtencao de ¢. O
método passa por olhar para as linhas da tabela onde ¢ toma valor 0 e fazer a conjuncao da
negacao de cada uma das condigoes relativas as variaveis. De acordo com o ultimo exemplo
apresentado, teriamos:

po=pVgqgV-r, @ws=pV-qgVr, @;r=-pV-qgVr.

Desta forma, e como ultimo passo, resta-nos apenas fazer a conjuncao das negacoes das

condicoes prévias, ou seja,
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e==(pVqgV-r)A=(pV-qgVr)AN=(-pV-oqgVr).

Formas Normais

Definicao 1.1.19. Uma férmula ¢ é dita um literal se ¢ for uma variavel ou a negagao
de uma variavel.

Teorema 1.1.20. Para cada j € J (com J um conjunto de indices), seja L; um literal.
Entao, sao equivalentes as sequintes afirmacoes:
i) Vjes Lj € uma tautologia.
ii) AjesL; € uma contradigdo.
iii) Ewistem indices distintos ji,jo € J tais que Lj = —L,,.

Demonstragao. Se tivermos L; = —L;, para dois elementos distintos ji,j2 € J, entao
certamente teremos que V ;¢ ; L; € uma tautologia e que A ;c; L; ¢ uma contradigao. Se, por
outro lado, nao houver indices distintos j;, jo € J tais que L;, = —L;,, entao sabemos que
existirdo valoragoes v, w para as quais v(L;,) = 1 e w(L;,) = 0. Desta forma, v(A;c; L;) =

lew(V;e; L;) = 0, ouseja, Aje; L ndo é uma tautologia e V¢ ; L; ¢ uma contingéncia. ¢

Definicao 1.1.21. Dizemos que a férmula ¢ estd na forma normal conjuntiva
(FNC) quando ¢ = A;cr ¢ (para algum conjunto de indices I) e onde cada ¢; é da
forma V,c; L; (para algum conjunto de indices .J), com L; literais. Nestas circunstan-

cias, diremos que as componentes ¢; serao V-clausulas.

Nota 1.1.22. Muitas das vezes, consideramos ainda a forma normal conjuntiva dual, a
forma normal disjuntiva (FIND). Neste caso, uma férmula ¢ estard nessa forma quando

© = Vier i, onde cada ¢; da forma A;c; Lj, com L; literais.

Exemplo 1.1.23. Consideremos as variaveis proposicionais p, g, r.
e (pVg) AN(pVr)A-réumaFNC.
e (pAq)V(pAT)V—réuma FND.
e pAgA 1T éuma FNC e uma FND.

e (pA(qVr))Vgnao énem FNC, nem FND.

Nota 1.1.24. A disjungao «vaziay» (ou seja, [ = &) serd a férmula L. De maneira anéloga,

a conjuncao «vazia» sera a formula T.
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Teorema 1.1.25. Toda a formula da logica proposicional é equivalente a uma formula
na FNC (FND).

A ideia por tras do resultado acima apresentado passa pela aplicacao sucessiva das equiva-
léncias légicas ligadas aos conectivos de implicagdao e equivaléncia, assim como das leis de
De Morgan e das leis de distributividade:

= Y=—pViy, v =(0—=Y)A (W= p)
=(pVq) = (-pA—q), =(pAgq)=(=pV —q),
gV r)={@AqV(pAT),

Teorema 1.1.26. Uma formula na FNC é uma tautologia se e s6 se cada uma das suas
clausulas for uma tautologia. Dualmente, uma formula na FND é uma contradicdo se e

so se cada uma das suas clausulas for uma contradicao.

Demonstragao. Consideremos uma férmula ¢ = A,c; p; na FNC, onde cada ¢; é uma
V-clausula. Se cada uma das ¢; for uma tautologia, entdo para qualquer valoracao v
teremos v(p;) = 1 (com i € I); portanto v(¢) = v(Aicr vi) = Nicrv(@i) = 1, ie., ¢ é
uma tautologia. Por outro lado, se existir algum ¢; que nao é uma tautologia, existira
certamente uma valora¢ado w para a qual w(y;) = 0; portanto w(p) = 0, ou seja, ¢ nao
sera uma tautologia.

A demonstragdo para o caso das FND pode ser feita com recurso a mesma linha de

pensamento, tendo em conta a dualidade dos conceitos. ¢

Exemplo 1.1.27. Considerando quatro variaveis proposicionais p, g, 7, s, e a férmula
p=(prq) = (r—=s)Ag—=—(pAr)),

vamos colocar ¢ na FNC:

1. Substituimos as equivaléncias («») por implicagoes (—):

((p=>gAN(g—=p) = (r—=3)A(@—>(pAT)).

2. Convertemos todas as implicagoes em disjungoes (p — ¢ = —p V q):

(=((=pV @) A (=g V)V (=rVs)A(=gV=(pAT)).

3. Movemos as negagoes para o interior das componentes:

(=(=pV @V (=g Vp)V(=rVs))A(=gV-pV-r).
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4. Aplicamos as negacoes as componentes:

(PA=g)V(gNA=p)V—rVs)A(=gV-pV-r).

Nota 1.1.28. Podemos ainda observar, de forma rapida, que o método utilizado para en-
contrar uma féormula ¢ explicitamente (a partir da sua tabela de verdade) faz com que ¢
esteja na FND.

Definigao 1.1.29. Um conjunto de férmulas {1, ..., ¢, } dir-se-4 consistente quando
existir uma interpretacdo que é modelo de todas as férmulas em {p1,...,¢,}, ie., se
existir uma interpretacdo que avalia todas as formulas de {p1,...,¢,} em 1.

Exemplo 1.1.30. Consideremos as variaveis proposicionais p,q e um conjunto de férmulas
['={-p,p — ¢,q}. Rapidamente conseguimos ver que I" é consistente: basta considerar a

valoracao tal que pr— 0e g+ 1.

O seguinte exemplo mostra que a logica proposicional pode ser utilizada como uma linguagem
para espessar «restrigoes».

Exemplo 1.1.31 (http://www.cs.ox.ac.uk/people/james.worrell/lectures.htnl). Vamos ana-
lisar o sudoku do ponto de vista légico. Para todos os i,j,k € {1,2,...,9}, a proposicao

atomica P,;;, representard a afirmacdo «a posigdo (4,j) contém o nimero k».
Desta forma, e de acordo com o quadro representado abaixo, temos que as féormulas

P1227P1367P2717"'7P984

devem ser validas.

216
1|7
3|11 |6
6 5/ 18] |3
9]2|6|1}7
5/ 14] 18 6
8| 14]3
418
94

Além disso, é possivel expressarmos logicamente as regras que nos permitem preencher o

quadro:

« cada nimero aparece em cada linha:

9 9 9
Fl:(PlllVP121\/"'VP191)/\(P112\/P122\/'”)/\“.:/\ /\ \/PZ]k’

i=1k=1j=1


http://www.cs.ox.ac.uk/people/james.worrell/lectures.html
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» cada nimero aparece em cada coluna:

9 9 9
F2:(Plll\/P211\/"'\/Pgll)/\(P112\/P212\/...)/\...:/\ /\ \/P”k7

« cada nimero aparece em cada bloco 3 x 3:

9 2 2 3 3

F3 = /\ /\ /\ \/ \/ Psutizvtjks

k=1 u=0v=0i=1 j=1
« nenhuma posicao pode ter dois niimeros:

9 9
Fy=—=(Pin A Pig) A=(Prin A Prag) A -+ = /\ /\ —(Pijr A Pijir).

Desta forma, resolver o jogo é o mesmo que verificar que o conjunto de férmulas
F - {P1227P1367P2717"'7P9847F17F27F37F4}

é consistente. Adicionalmente, podemos ver que o nimero de varidveis a considerar é 93 =
729, portanto, a correspondente tabela de verdade tera 27%° > 10%% linhas.

Consequéncia Semantica e Demonstracoes

Defini¢ao 1.1.32. Uma férmula ¢ diz-se consequéncia seméntica (ou consequén-
cia légica) das formulas ¢, ..., ¢, quando, para toda a valoracao, se ¢1,..., @, tém
valor 1, entao ¢ tem valor 1. Neste caso, escrevemos ¢, ..., @, F 1.

Exemplo 1.1.33. Vamos verificar que ¢ V —p é consequéncia de pV g e p — ¢, ou seja, que
pVgp—=qFqVp.

plq|pVqg|p—>q|p|qgVp
0/0| O 1 1 1

01| M 1 D |«
110 1 0 0 0

11 @ | @ |o D |«

Teorema 1.1.34. Dadas formulas @1, ..., p, € ¥, temos que @1, ..., 0, E 1 se e so se
((p1 A== Ny) = ) for uma tautologia.

Demonstragio. (=) Suponhamos que 1 é consequéncia semantica de @1, ..., p, € seja v
uma valoragao. Se v(p1A---Ap,) = 1, entdo, paracadai = 1,...,n, v(p;) = 1. Portanto,
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por defini¢do de consequéncia semantica, v(1) = 1. Logo, v((¢1 A+ A @,) — ) = 1.
Por outro lado, se v(p1 A--- Ap,) =0, entdao v((pr A--- App) = ) = 1.

(<) Suponhamos que ((@1 A+ Ap,) — ¥) é valida e seja v uma valoragao. Se v(p;) =1
para cada ¢ = 1,...,n, entdo v(p; A --- A,) = 1 e por isso v(¢)) = 1. Logo, ¥ é

consequéncia semantica de 1, ..., ©,. ¢
Nota 1.1.35. Dadas formulas @1, @9, 1), teremos ..., o1 Aws F 1) se esd se ..., @1, ps F 1.

Uma das formas de validar as consequéncias semanticas é fazer a verificagdo de todas as
possiveis valorages (ou seja, preencher a tabela de verdade). No entanto, e como veremos
mais a frente, na légica de primeira ordem tal ndo sera muito ttil (em geral, existe uma infi-
nidade de interpretagdes possiveis. .. ). Em alternativa, podemos fazer uma prova (dedugao

ou argumentagao), ou seja, escrever uma sequéncia de formulas

o=, =0, p—0,

onde [-- -] representa uma sequéncia de férmulas justificadas por ¢ — 1 e ¢ — 0 através
das seguintes regras de inferéncia da légica proposicional:

D) 1Y (h&y) LY (ney
© (0
¥ () : :
oV (Va) eV (VI OV 0 0
0 (VE)
©
: p o=
’ ; (— &)
Pl
%(Lg) —v=p (EM)

Definicao 1.1.36. Uma férmula ¢ diz-se consequéncia sintactica das férmulas
©1,---,¢n Se, a partir destas, existir uma prova (dedugao) de v (por aplicagdo das
regras de inferéncia anteriormente introduzidas). Neste caso, escrevemos @1, ..., ¢, F 1.

Exemplo 1.1.37. Vamos verificar que ¢ — ¢, — 0+ ¢ — 6.
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1 | o= e por hipotese, o — Y e Y — 0;
2 Y= e com o objectivo de provar ¢ — 6, suponhamos
3 o H ¢ (temporariamente). Como sabemos ¢ — 1,

temos 1; por outro lado, como sabemos 1) — 6,
4 v —EB, 1,3 temos 0;
5 0 —E, 2,4

o assim, concluimos ¢ — 6 (e retiramos ).

6 |p—0 —I, 3,5

Exemplo 1.1.38. Vamos verificar que ¢ — 1 = ¢ — (o A ).
» por hipotese, ¢ — ¥;

Lle—v e com o objectivo de provar ¢ — (p A1), su-
2 © H ponhamos ¢ (temporariamente). Como sa-
3 " LB 1,2 bemos ¢ — 1, temos 1, ou seja, podemos
ter o A 1,
4 oA AL 2,3
e assim, concluimos ¢ — (¢ A ¥) (e ultima-
5 | e (pnd) —1, 2,4 mente retiramos ).

Teorema 1.1.39 (Correcao). Toda a consequéncia sintdtica do cdlculo proposicional
¢ também uma consequéncia semantica.

Teorema 1.1.40 (Completude). Toda a consequéncia semantica do cdlculo proposi-

cional € também uma consequéncia sintdctica.

Nota 1.1.41. Os enunciados dos tltimos resultados podem tomar uma forma mais simples.
Para tal, consideremos 1 uma férmula e I' = {¢1,...,,} um conjunto de férmulas. O
Teorema da Correccao diz-nos que «tudo o que se prova é validoy, i.e., que se I' - 1),
entao I' F ¢. J& o Teorema da Completude diz-nos que «tudo o que é valido se consegue
provary, ou seja, que se I' F ¢, entdao I' - 1.

O 1ltimo tépico que vamos abordar nesta sub-seccao sera motivado pelo resultado que apre-
sentamos a seguir.

Teorema 1.1.42. Seja v uma formula e I' um conjunto de formulas. Entao I' E ¢ se
e s6 se o conjunto I' U {—w} € inconsistente.

Demonstragao. Por definigdo, I' E 1 se e s6 se, para cada valoragao v, se v(¢) = 1 para
cada ¢ € T, entdao v(1p) = 1. Por outro lado, I' U {—¢)} é inconsistente se e sé se, para

cada valoragao v, se v(p) = 1 para cada ¢ € I', entdao v(—) = 0. ¢
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Portanto, a questao principal prende-se com a forma de verificar a inconsisténcia de um
conjunto {6y,...,60,} de férmulas. Sem perda de generalidade, podemos supor que que
cada férmula 6; estd na forma normal conjuntiva. Ainda mais, como o conjunto {...,¥; A
1o} é consistente se e s6 se {..., 11,19} é consistente, podemos supor que {fy,...,6,} é
um conjunto de clausulas. No que se segue, é conveniente identificar uma clausula com o
conjunto de literais que ocorrem na cldusula (por causa da associatividade, comutatividade
e idempoténcia da disjungdo). Assim, nao distinguimos entre

pV—qVp, —qVpVp, —qVp,
e a formula L corresponde ao conjunto vazio de literais.

De facto, o problema resolve-se se conseguirmos deduzir uma contradigao, ou seja, se conse-

guirmos obter uma sequéncia de férmulas
U N

onde ¥; € U {4} ou ¥J; é consequéncia de I'U{—1}. Nesta fase, vamos apenas considerar

a regra de resolucao:

)V 6

o 902/1 Vi (Res) , para férmulas ¢, ), 6.

Em particular, se tivermos § = L e § = ¢ = L, conseguimos derivar, respectivamente),

- PV o Y Y
P 1

Escrevemos I' F L quando existe uma dedugao de L a partir de I' = {¢1, ..., vn}.

Teorema 1.1.43. Para clausulas @1, ..., x, 0 conjunto I' = {¢1,..., ok} € inconsis-
tente se e so se '+ L.

Demonstragio. (<) Aqui basta de observar que, se
o um conjunto I' de clausulas é consistente, e
e 1) é uma resolvente de clausulas de T',

entdo I'U {4} é consistente.

(=) Provamos a implicagao por indugdo sobre o niimero de varidveis em I' = {¢1, ..., ¢}
Se I' tem zero varidveis, entao I' é vazio ou I' = { L }. Se I' é inconsistente, entao I' = { L}
e neste caso deduzimos | numa linha.

Seja agora n € N com n > 1, e suponhamos agora que a implicacao é verdadeira para
cada conjunto de férmulas com menos do que n varidveis. Suponhamos que I' contém

precisamente as variaveis pi,...,p,. Consideremos os conjuntos

Fo=Tlpn— 1] e T1=[pp— T]
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onde substituimos p, por L e por T, respetivamente. Isto significa que I'; obtém se
apagando em I' todas as clausulas que contém p,, e apagar todas as ocorréncias de —p,
nas clausulas de I'. De forma semelhante, I'y obtém se apagando em I' todas as clausulas
que contém —p,, e apagar todas as ocorréncias de p,.

Suponhamos que I' é inconsistente, entao I'g e I'; também sao inconsistentes. Como 'y tem
menos do que n variaveis, por hipotese da indugao existe uma deducao ¢g, @1, ..., Om =
1 a partir de T'g. «Re-acrescentando» nas férmulas acima outra vez p, (também nas
resolventes), obtém-se a partir de I' uma das dedugoes

0, Prs- P =1L ou @, ¢, 00, = {pa}-

No primeiro caso temos que I' = L. No segundo caso aplicamos o mesmo raciocino ao I'; o
que produz ou I' F L ou uma dedugao de —p,, a partir de I'. No segundo caso temos entao

uma deducao de p, e uma deducdo de —p, a partir de I', com mais um passo obtém-se

1. ¢

Nota 1.1.44. Para um conjunto I' = {¢1, ..., ¢} de clausulas, consideremos o conjunto
Res(I") = T'U {4 | ¥ é resolvente de clausulas em T'}.

Além disso, definimos recursivamente os conjuntos

Res’(I') =T,
Res" 1 (I") = Res(Res™(I')) (n e N),
Res* = | J I'™
neN

Por definicao,
[ycIhCc---CIr,C---CI

e I' é inconsistente se e somente se L. € I'*. Recordamos que identificamos as clausulas
com conjuntos de literais, assim, cada Res"(I') é um conjunto de conjuntos de literais.
Como I é finito, s6 hd um nimero finito de literais e por isso s6 ha um nimero finito de

resolventes. Portanto, existe n € N tal que
r,=Tyy=---=0I"

Consequentemente, se calculamos a partir de I' sucessivamente todas as resolventes, ou
num numero finito de passos obtemos L e concluimos que I' é inconsistente, ou a partir

de um certo passo nao hé mais resolventes e concluimos que I' é consistente.
Nota 1.1.45. Para verificar se @1, ..., p, F ¢ devemos:

1. converter as férmulas ¢, ..., ¢, na FNC.

2. negar a formula 1 e converter =) na FNC.

3. aplicar a regra de resolucao as clausulas obtidas acima até:

e obter L;
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« nao conseguirmos aplicar a regra de resolugao (sem obter L).

Exemplo 1.1.46. Vamos verificar p — ¢,q — r F p — r. Comecemos por considerar as
férmulas p — ¢, ¢ — r e =(p — 1), ou seja, "pVq, ~qVre—(-pVr)=pA-r. A partir
daqui, obtemos as clausulas =pV q, ~qV r, p e —r.

Nesta fase, conseguimos (finalmente) obter a sequéncia de férmulas pretendida:

1. | -pVgq Hip.
2. | qVr Hip.
3. P Hip.
4. -r Hip.
5. Res (1,3)
6. r Res (2,5)
7. Res (4,6)

Exemplo 1.1.47. Serd que p,p — ¢,—(r A —q) | r? Para responder, consideremos as
clausulas p, =pV q, —r V q,—r. Obtemos a clausula ¢ como a resolvente de p e de —=pV ¢, mas

nao ha outras resolventes. Logo, a afirmagao

p,p— ¢, (rA—q) E=r

é falsa.

1.2 Sintaxe e Semantica de légica de primeira ordem

Vimos anteriormente que na légica proposicional podemos expressar, por exemplo, a féormula
(p A q) — r. Agora, na légica de primeira ordem, poderemos ser um pouco mais especificos
sobre a estrutura dos atomos e, inclusivamente, quantificar as férmulas:

Vavy ((par(z) A par(y)) — par(z +y)).
A titulo de exemplo, podemos expressar o pensamento «todos os gatos tém garrasy:
Vx (gato(x) — garras(z)).
Definicao 1.2.1. Um alfabeto de 12 ordem consiste:
1. numa colecgao de variaveis;
2. nos simbolos «A,V,—, <, —, T, L» da logica proposicional;
3. nos quantificadores: os simbolos «3» (existe) e «V» (para todos);

4. no simbolo de igualdade «=».
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Além dos pontos expostos acima, e dependendo do contexto, podemos ainda ter:
o uma colecao de simbolos de constantes;

« uma cole¢ao de simbolos de fungao (cada simbolo de fungao tem uma aridade

n € N — o ntimero de argumentos);

« uma cole¢ao de simbolos de predicado (ou relagao) (cada simbolo de predicado

tem uma aridade n € N — o niimero de argumentos);

Exemplo 1.2.2. O alfabeto da teoria dos espagos vectoriais reais consiste (além dos simbolos

da logica e das varidveis):
e de um simbolo constante «0»;
« para cada a € R, de um simbolo de fungdo «a - —» de uma variavel;

o um simbolo de funcao «+» de duas variaveis.

Definicao 1.2.3. Vamos introduzir o conceito de termo de forma recursiva:
« cada variavel e cada simbolo de constante sao termos;

e se f é um simbolo de funcdo de aridade n e se ti,...,t, sdo termos, entao

f(t1,...,t,) também é um termo.

Exemplo 1.2.4. Consideremos uma linguagem com as variaveis z,y, z, um simbolo cons-
tante a, um simbolo de fun¢do unaria ¢ e um simbolo de funcao binaria m. Entao, as seguintes

expressoes sao termos:
® x? y? Z’ a;
o i(a),i(x),m(z,y),m(a,z),...;

o m(i(z),x),i(m(z,a)),m(m(a,y),i(zx)),....

Definicao 1.2.5. Da mesma forma que fizemos para os termos, vamos agora introduzir,
recursivamente, o conceito de férmula. Comecemos com os atomos (ou férmulas

atémicas):
e P(ty,...,t,) é um &tomo, onde P é um simbolo de predicado com n argumentos
ety,...,t, sao termos;

e t1 =19 é um atomo, onde %y, ty sao termos;

e 1 e T sao atomos;
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A partir daqui, e considerando os atomos como «elementos primitivos», podemos cons-
truir recursivamente as féormulas a partir dos conectivos logicos e dos quantificadores
apresentados anteriormente:

e se p e 1) sao formulas, entao

(pAY), (eVY), (p—=v), (w), L, T,
sao férmulas;

e se p é uma férmula e x é uma variavel, entao Va ¢ e dx ¢ sao férmulas.

Exemplo 1.2.6.

féormula férmula
—

Ve,y,z (x<y) = (z+ 2 <y+ 2)
termo termo

féormula

féormula

Nota 1.2.7. Nas féormulas da forma Yz (resp. Jzxp), dizemos que a férmula ¢ é o alcance
do quantificador V (resp. 3).

Exemplo 1.2.8. Atentemos nas seguintes férmulas. . .
o Vz (gato(z) — garras(x)): o alcance de «V» é «(gato(z) — garras(x))».

e (Vx Jdyz <y)A(a<x): oalcance de «V» é «Jy x < y», enquanto que o alcance de
«I» é «T < y».

e Vx Jy (x < yAa < x): o alcance de «V» é «Jy (z < y A a < x)», enquanto que o
alcance de «3I» é «x <y Aa < o

Definigao 1.2.9. A ocorréncia de uma variavel numa férmula diz-se ligada se esta
estiver dentro do alcance de um quantificador utilizado para essa mesma variavel. Por

outro lado, a ocorréncia de uma variavel dir-se-4 livre se nao for ligada.

Nota 1.2.10. Uma variavel numa férmula ¢ dir-se-a livre quando ocorrer pelo menos uma
vez livre em . Adicionalmente, diremos que ¢ é fechada quando esta nao tiver variaveis
livres.

Exemplo 1.2.11. No que se segue, gato e garras sao simbolos de fun¢do unéria e a é um
simbolo de constante.

« Vz (gato(r) — garras(x)): a varidvel z ocorre ligada. Neste caso, a formula é fechada.
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o (Vxdyz <y)A(a<x): avaridvel y ocorre ligada e a varidvel z ocorre livre e ligada.

Neste caso, a férmula nao é fechada.

e Yz Jy (r < yAa < z): as varidveis x e y ocorrem ligadas. Neste caso, a formula é
fechada.

Definicao 1.2.12. Uma estrutura M para um alfabeto de 1* ordem consiste num

conjunto D (dominio) onde:
« a cada simbolo de constante a, associamos um elemento a™ € D;
« a cada simbolo de funcdo f (de aridade n), associamos uma fungao f*: D" — D:;
« a cada simbolo de predicado P (de aridade n), associamos um subconjunto

pPMC D

Definicao 1.2.13. Dada uma estrutura M, uma valoragao v em M associard a cada
varidvel  um elemento v(z) € D. Adicionalmente, designamos o par (M, v) por inter-

pretacao.

Dada agora uma interpretagdo (M,v) de uma linguagem, é comum definirmos (de forma

recursiva - a semelhanca da légica proposicional) a interpretacdo dos termos:

v(f(t, ... t0) = f(v(tr),...,v(t,)) € D.

Exemplo 1.2.14. Consideremos a linguagem com um simbolo de func¢ao binaria f e um

sfmbolo de constante a. Para a interpreta¢ao (M,v), com D =Z e
MDD talque (nym)es |n|—|m|, ™M =0, v@)=-2 e v(y) =1,
temos:
« o(f(a,2)) =[0] = | = 2] = -2.
« o(f(f(z,y),a)) = = 2| = 1) = 0] = 1.
« o(f(f(z,a), f(y, [(x,0)))) = |(| = 2| = [OD)] = [(]1] = |(] = 2| = [O))] = 1.

Antes de passarmos ao conceito de validade, e por forma a integrarmos férmulas com quan-
tificadores, vamos introduzir uma ligeira modificagdo nas valoragoes.

Definicdo 1.2.15. Dada uma valoracdo v, variaveis z,y e um elemento a € D, va

denotara a valoracao definida por

e v(y), sey é diferente de z,

a, se y € igual a x.
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Agora sim, temos todas as ferramentas necessarias para definir a validade numa estrutura

M, consoante uma dada valoragao.

Defini¢ao 1.2.16. Dada uma interpretagdo (M, v) de um alfabeto de 1* ordem, defi-
nimos recursivamente o conceito de validade de uma férmula em (M, v) da seguinte

forma
e (M,v)Et =t quando v(t)) = v(ts);
e (M,0)E P(ty, ... t,) quando (v(ty), ..., v(t)) € P;
« (M,v)E T endo (M,v) E L;
e (M,0)E (¢ A9) quando (M,v) E g e (M,v) E
e (M,0)E (¢ V) quando (M,v) E ¢ ou (M,v) E ¥;
e (M,v)E (¢ = 1) quando (M, v) F ¢ implicar (M, v) E 1);
e (M,v)E 3z ¢ quando, para algum a € D, (M,v%) E ¢;

e (M,v) E Vz ¢ quando, para todo o a € D, (M,va) F ¢.

Nota 1.2.17. Dizer que uma dada férmula ¢ é valida numa interpretagdo (M, v) é o
mesmo que dizer que (M, v) é um modelo para ¢. Usualmente, denotamos esta relagao
por (M, v) E .

Nota 1.2.18. Se uma férmula ¢ nao tiver variaveis livres, a interpretacao destas serd inutil

na interpretacao de ¢.

Nota 1.2.19. Nesta nota explicaremos com alguns exemplos o conceito de interpretagao de
formulas na logica de 1* ordem.
Para comegar, consideremos uma linguagem com apenas um simbolo de constante ¢. O

que significa, por exemplo, a féormula
xr=c?

E valida? Ora, para poder responder, precisamos de saber o significado de cada uma das
componentes da férmula. Seguramente nao temos grandes dividas sobre o significado do
simbolo «=». Além disso, o simbolo ¢ deve representar algum «valor», mas de que tipo?
Para comegar, especificamos um «universo de discurso», ou seja, um conjunto. Neste
exemplo escolhemos o conjunto D = {1,2,3}, e associamos ao simbolo de constante ¢ o
valor 2 € D. Assim esta explicado o significado de cada simbolo da nossa linguagem, com
a excecao das varidveis, e chamamos esta parte da interpretacao estrutura, denotada por
M. Mas ainda nao podemos avaliar a férmula x = ¢, pois falta de saber a interpretagao
da variavel x. Aqui entra o conceito de valora¢do: uma valoracao v associa a cada variavel

um elemento de D. Formalmente trata-se de uma funcao

v: {os varidveis} — D.
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No caso do nosso exemplo basta de saber a imagem da variavel x. Por exemplo, se
consideramos v(z) = 2, entdo a férmula z = ¢ é vélida na interpretagdo (M, v) porque
2=2em D, e escrevemos

(Myv)Ez=c

Claro, se consideramos uma func¢do v com v(z) = 1, entdo a férmula x = ¢ nao ¢ valida

nesta interpretacao porque 1 # 2 em D, neste caso escrevemos
M,v)Fz=c.
Continuamos com uma valoragdo v com v(x) = 1, mas consideremos a seguir a férmula
Jr z=c

A férmula é valida? Intuitivamente sim, claramente um tal x «existe», embora este z «nao
é 1». De facto, neste caso nao precisamos de saber a priori a interpretagdo do x porque o
quantificador «3» altera o estado da variavel. Assim, dx x = ¢ é valida quando = = ¢ é
valida para alguma «modificacao» de v em x. Para expressar esta ideia, consideremos a
valoragao va que interpreta x como a, isto é, vg(aj) =a, e va nao altera a interpretacao
dos outros variaveis. Agora podemos expressar a nossa intuicao da forma rigorosa:

(Mv)Edzx=c

quando, para algum a € D,

(M,v2)Ez=c

e por isso
(M,v) F3Jz x=c.

Para ter um exemplo mais complexo, consideremos a seguir uma linguagem com um sim-
bolo de predicado R de dois argumentos e um simbolo de predicado S de um argumento.
Portanto, para poder interpretar formulas nesta linguagem, precisamos de indicar o signi-

ficado destes simbolos, e neste exemplo escolhemos a seguinte estrutura M:
e 0 «universo de discurso» é o conjunto D = {1, 2, 3},

e a interpretacao do simbolo R é o} conjunto R =
{(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(3.3),(3,2)} € D,

« a interpretacdo do simbolo S é o conjunto S = {1,3} C D.

Para nao sobrecarregar a notagao, utilizamos aqui a mesma designagao para os simbolos de
predicado e a sua interpreta¢ao. Além disso, consideremos uma valoragdo v com v(z) = 3

e v(y) = 2. Comecamos com dois exemplos simples:

1. a férmula R(z,y) é vélida nesta interpretagdo porque (3,2) € R; em simbolos:

(M,v) E R(x,y).
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2. a féormula S(y) ndo é valida nesta interpretacdo porque v(y) =2 ¢ S.

Analisamos agora a férmula

Yy (S(z) A R(z,y)).

Por definicdo, uma férmula «Vy (...algo...)» é vélida nesta interpretacao quando
«(...algo...)» é valida para todas as interpretagbes de y, nao apenas para v(y) = 2.

Portanto, tendo em conta que D = {1,2,3}, temos de verificar se
(M, 0T) E (S(@)AR(z,y), (M, 02) E (S@)AR(z,y)), e (M,v5)E (S(@)AR(z,y)).
Seguindo a definicdo, (M, v1) E (S(z) A R(x,y)) precisamente se

(M,v1)ES(z) e (M,v1)E R(z,y).

De facto, (M, v1) E S(x) porque ,v%(z) = v(z) = 3 € S; no entanto, (M, v1) ¥ R(z,y)
porque (3,1) ¢ R. Como logo o primeiro caso falha, j& nao precisamos de verificar os
outros dois e podemos afirmar que Vy (S(z) A R(z,y)) ndo é vilida em (M, v).

Finalmente, analisamos a formula
vy (S(z) A R(z,y))

na mesma interpretacdo (M,v). Tal como no primeiro exemplo, esta férmula é valida

nesta interpretagao se encontramos um a € D com
(M, va) By (S(z) A R(z,y)).

Olhando para a interpretacao do S, nao parece muito promissor considerar a = 2, e
olhando para a interpretacao de R, parece sensato considerar a = 1. Sendo assim, per-

guntamos se

(M, vT) By (S(z) A R(z,y));

para responder, temos de analisar se

=l
[N

e
3

(M, vT7) E (S(@)AR(z,y)), (M,0T?)E (S@)AR(,y), e (M%) E (S(2)AR(z,y)).

Mas isto é o caso porque 1 € Se (1,1) € R, (1,2) € Re (1,3) € R. Tudo dito,
(M,v) E F2Vy (S(x) A R(z,y)).

Como ultimo ponto, observamos que a interpretacao de formulas é definida recursivamente:
a validade de uma férmula depende da validade das suas subférmulas.

Exemplo 1.2.20. Vamos interpretar os seguintes termos e férmulas em D = R (onde os

simbolos «comuns» tém o significado usual):
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Expressao Interpretacao

cos(m) + 3 2eR

3<4 valida

r <4 depende da interpretagao de x
Ve x <4 nao valida

Yy y >4 nao valida

Yy dy y<4 valida

Vo ((x <4) — (1 =0)) | ndo vélida

Vedy z <y valida

dJeVy x <y nao valida

Exemplo 1.2.21. Um espaco vectorial pode ser considerado como um modelo para as

seguintes férmulas (no alfabeto da teoria dos espagos vectoriais):
1. VuVv u+v=v+u;
2. VuVoYw u+ (v+w) = (u+v) + w;
3. Yu u+0=u;
4. Yu 0-u = 0;
5. Yu 1-u=u;
6. Vu a-(f-u) = (af) -y
7. %u (@ + ) u= (- u)+ (8- u)

8. YuVv a-(u+v)=(a-u)+ (a-v).

A semelhanca do que foi feito para a logica proposicional, vamos agora introduzir os con-
ceitos de tautologia, contingéncia, equivaléncia e consequéncia semantica das formulas de 1*

ordem.

Definicao 1.2.22. Uma férmula diz-se:

« uma tautologia (ou férmula vélida) quando for vélida para qualquer interpre-

tacao;

« uma contingéncia (ou férmula consistente) se existir uma interpretagao para

a qual seja valida;

« uma contradicao (ou inconsisténcia) quando nao for uma consisténcia, ou seja,

quando for invalida para qualquer interpretacao.
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Nota 1.2.23. Dizer que uma féormula ¢ é inconsistente é o mesmo que dizer que - é uma
tautologia (férmula vélida). Ainda relativamente a validade, é usual escrevermos apenas

F ¢ quando ¥ é uma tautologia.

Definigao 1.2.24. Duas férmulas ¢ e ¢ dizem-se equivalentes (¢ = ) quando ¢ <> ¢
é uma tautologia.

Defini¢ao 1.2.25. Uma férmula ¢ diz-se consequéncia seméntica (ou consequén-
cia légica) das férmulas ¢1,..., ¢, quando, para toda a interpretagao (M,v), se
©1, ..., pn sdo validas em (M, v), entdo ¢ é véalida em (M, v). Neste caso, escreve-
mos @i,..., Py F Y.

Nota 1.2.26. As regras de deducao «natural» da légica proposicional admitem uma certa
extensao para a logica de primeira ordem. Tal como na logica proposicional, e tendo como
base estas regras de deducao, conseguimos agora definir ¢1,..., @, F 1 e obter

D1y on EY < D1y on F .

No entanto, nesta seccao, vamos ainda considerar o método de resolugao, conforme o préximo

exemplo.

Exemplo 1.2.27. O nosso objectivo sera fazer a dedugao de

Todos os gatos tém garras Tom ¢é um gato
Tom tem garras

Para tal, devemos comecar por expressar tal pensamento numa linguagem de 1* ordem:
Vx (gato(x) — garras(z)), gato(Tom) F garras(Tom).

Aqui, convém termos em atencao que «gato» e «garras» sao simbolos de predicado de um

argumento e que «Tom» é um simbolo constante.

De acordo com as ideias anteriormente exploradas, vamos preparar as férmulas para a de-

dugdo (converter os antecedentes na FNC e negar o consequente):

Vz (gato(z) — garras(x)), gato(Tom), garras(Tom)

$
—gato(x) V garras(z), gato(Tom), —garras(Tom).

Nesta passagem nao escrevemos os quantificadores, mas nao os esquecemos.
Por 1ultimo, comegamos a deducao:
gato(Tom) —gato(z) V garras(z)

Nesta passagem, e para prosseguirmos com a dedugdo, é intuitivo especializar a varidvel,
substituindo «z» por «Tom» (uma vez que a férmula é véilida «para todos»). Assim,

gato(Tom) —gato(Tom) V garras(Tom) garras(Tom) -—garras(Tom) L.
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1.3 Formas Normais
| A partir de agora suponhamos que o dominio da interpretacao nao é vazio.

Vamos comecar por adaptar ligeiramente a definicado das férmulas normais introduzidas no

ambito da légica proposicional.

Definicao 1.3.1. Na légica de 1* ordem, uma féormula ¢ é dita um literal se for um

atomo ou uma negacao de um atomo.

Relativamente as formas normais conjuntiva e disjuntiva (FNC e FND), a definigdo anteri-

ormente dada (Defini¢do 1.1.21) mantém-se, ou seja:
o p estd na FNC se ¢ = Ay i, onde cada p; = V,c; L; e cada L; ¢ um literal;

« p esta na FND se ¢ = V,¢; @i, onde cada ¢; = Aje; L; e cada L; ¢ um literal.

Forma Normal Prenex

Definicao 1.3.2. Uma férmula da forma Qx; - --Qz, ¢, onde ¢ é uma féormula sem
quantificadores e () denota «3» ou «V» diz-se na forma normal prenex (FNP).

Nota 1.3.3. Relativamente a uma féormula Qx; - - - Qx,, ¢ na FNP, é comum designamos a
parte inicial («Qzy - - - Qx,») por prefixo e «p» por matriz da férmula.

E agora absolutamente legitimo perguntarmos de que forma podemos obter /transformar

uma dada féormula na sua FNP. Essencialmente, devemos aplicar os seguintes pontos:
« Mover as negagoes («—») para o interior das férmulas:

Vreo=dr-p e —-dre=Vr-p;

e Mover os quantificadores para o exterior das formulas:
— (Yz o) A (Vo b)) =Vz (9 AY);
— (Fr )V (Fz ¢) =3z (¢ V¥);

— supondo que ¥ nao contém a variavel x:

Yz o) Ny =V (o AY),  (Fzp) Ay =Tz (pAY),
(Vzo) VY =Vr(pVy), (Fze)Vy =3z (pVy).

Exemplo 1.3.4. Vamos transformar a férmula Vo P(x) — 3z Q(z) para a forma normal
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prenex.
Vo P(z) — Jz Q(z) = ~(Vz P(z)) V (Fz Q(x))

= dr -P(z) V Iz Q(x)
=Jz -P(z) V Q(x).

Exemplo 1.3.5. Vamos transformar a formula
Va Vy (Sz(P(z,2) A Py, 2))) = (Ju Q(z, y, u))
para a forma normal prenex.

Va Yy (3x(P(z,2) A P(y,2))) = (Fu Q(x,y,u))
= Vo ¥y (=(3z(P(x,2) A Py, 2))) v Bu Q(x,y,u)))
=VaVy (Vz (-P(x,2) V-P(y,2)) V (Fu Q(x,y,u)))
=Va Yy Vz Ju (—=P(z,2) V=P(y,2) V Q(x,y,u)).

No entanto, e embora nao pareca, a forma de transformar uma dada férmula na FNP néao é
tnica (devido as possiveis trocas de quantificadores). De facto, o processo pode tomar mais
(ou menos) passos consoante a abordagem feita. Veremos tal questao em detalhe no préximo

exemplo.

Exemplo 1.3.6. Vamos transformar (¢ V 3z ¢) — Vz p na FNP.
(pVIzY) > Vep=Fx (pV)) > Vzp
~(Fz (p V) VVzp
= (Vo (e V) VVzp
Vo (=(e V) V V2 p)
Va ((p V) = Vz p)
=Vz (Vz ((¢ V) = p))
=VzVz ((p V) — p).

No entanto, esta nao é a inica FNP equivalente a férmula original. Se comecarmos por lidar
com o consequente, ao invés do antecedente, podemos obter

(pVIz ) = Vep=Vz (¢ V Iz ) — p)
V2 (3 (6 V) = p)
— V2 (Ve (6 ¥) = p)
=VzVz ((¢ V) — p).

Tal acontece dado que a ordem dos dois quantificadores universais com o mesmo alcance nao

altera o significado/valor de verdade da féormula em questao.
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Forma Normal de Skolem e Eliminacao dos Quantificadores «3»

Defini¢ao 1.3.7. Uma férmula diz-se na forma normal de Skolem (FNS) se for uma
FNP, estando a matriz na FNC e sendo o prefixo composto apenas por quantificadores
universais («V»).

Nota 1.3.8. Como Vz; Vag---Va, (¢ A) = (Vay Vg -V, ¢) A (Vo Vag- -V, ),
qualquer férmula na FNS pode escrever-se como uma conjuncao de férmulas na FNS

Vay .-V, p;, onde p; é uma V-clausula Ly V ---V L.

A primeira vista, a obtencao de uma férmula na FNS pode parecer um processo excepcio-
nalmente complicado. No entanto, existe um procedimento de transformacao relativamente

simples. .. s6 é necessario que a formula esteja inicialmente na FNP:
e 10 caso dry Qoxs -+ Qux, ©:
1. escolhemos um novo simbolo de constante (digamos c);
2. substituimos todas as ocorréncias livres de x; em Qo2 - -+ Q,x, p PO C;
3. eliminamos Jx; do prefixo.
e 10 caso Vxy -+ Vop_1 3xp Qri1Trr1 -+ Qunrn @ (k> 1):
1. escolhemos um novo simbolo de func¢ao (digamos f) de aridade k — 1;

2. substituimos todas as ocorréncias livres de xp em Qpi1Tri1 -+ Qnr, @ por

f(ilj'h Ce ,.fL'kfl);

3. eliminamos dz; do prefixo.

Nota 1.3.9. As funcgoes e constantes utilizadas para substituicdo das variaveis existentes
(no procedimento acima) sao ditas fungdes de Skolem.

Exemplo 1.3.10. Vamos aplicar o procedimento descrito anteriormente por forma a obter
a FNS da féormula
Jz Vy Vz Ju Vo Jw P(z,y, z,u, v, w).

Comecemos por ver que nao existem quantificadores universais a esquerda de Jz; que Ju
sucede a dois quantificadores universais (Vy e Vz); e que Jw sucede a trés quantificadores
universais (Yy, Vz e Yv). Desta forma, vamos substituir a varidvel x por uma constante c; a
varidvel v por uma fungdo binaria f(y, z); e a varidvel w por uma funcao ternéria g(y, z,v).
Desta forma, obtemos

Vy Vz Vv P(c,y, z, f(y,2),v,9(y, 2,v)).
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Exemplo 1.3.11. Vamos obter a FNS da férmula
Vo Jy Iz (=P(z,y) A Q(z,2)) V R(z,y, 2)).
O primeiro passo sera colocar a matriz na FNC:
Va 3y 32 (~P(a,y) V R(v,y,2) A (Qx,2) V R(z,y, 2)).

Agora, e dado que Jy e dz sucedem a Vz, resta-nos apenas substituir as variaveis existenciais
y e z por fungdes unérias f(z) e g(z). Desta forma, obtemos

Vo (=P (x, f(2) V Rz, f(x), 9(2))) AN(Qx, g(x)) V Rz, f(x), 9(x))))-

Um conjunto de V-clausulas > pode ser visto como a conjuncao de todos os elementos
de X, onde qualquer variavel é considerada como sendo «governada» por um quantificador
universal. Dada esta situagao, qualquer FNS pode ser simplesmente vista como um conjunto
de clausulas. A FNS do Exemplo 1.3.11 pode ser representada pelo conjunto

N ={-P(z, f(z)) Vv R(z, f(x), 9(z)), Q(x, g(x)) V Rz, f(x), g(x))}

Tendo o acima em conta, podemos eliminar quantificadores existenciais das formulas na FNP,
sem afectar a propriedade de inconsisténcia. Tal sera evidenciado no proximo resultado.

Teorema 1.3.12. Seja ¥ o conjunto das clausulas que representam a FNS da formula
&. Entao, & € inconsistente se e so se X € inconsistente.

Demonstragcio. Sem perda de generalidade, podemos assumir que £ estda na FNP, i.e., que
£ = Q- Qx, plxy,..., 7, (utilizamos esta notagdo para vincar que a matriz de &
contém as variaveis zi, ..., z,). Vamos considerar (), o primeiro quantificador existencial

presente em & e, além disso, vamos tomar a férmula

* — \V/.Tl o 'vxr—l Qr+lxr+1 e ann @[xl» s 7'177"—17.]((:1;17 s 7x7‘—1)7xr+17 s 7xn]7

onde f é uma funcdo de Skolem correspondente a x, (para 1 < r <mn). O nosso objectivo
serda mostrar que £ € inconsistente se e sé se &, for inconsistente.

(=) Suponhamos que ¢ é inconsistente. Se &, for consistente, sabemos que existe uma
interpretacao (M,v) tal que (M,v) E .. Tal diz-nos que, para todos os x1,..., T, 1,
existird pelo menos um elemento (que serd f(zi,...,z,_1)) de tal forma que

Qr—&-lxr-l—l e ann So[xla ey L1, f(xla s axr—1)7$r+17 s 7$n]

seja valida em (M,v). Assim, & serd valida em (M,v), o que contradiz o assumido
previamente. Desta forma, garantimos a inconsisténcia de &,.

(<) Suponhamos agora que &, ¢é inconsistente. Se £ for consistente, entdo havera uma
interpretagao (M, v), sobre um dominio D, de tal forma que (M,v) E . Tal diz-nos que,

para todos os x1,...,x,_1, existird um elemento x, de forma a que

QT+1xT+1 U ann 90[$17 oy L1y Ty Tpge 1y - - - 7$n]
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seja valida em (M,v). Podemos agora estender a interpretacao de forma a incluir uma
funcao f tal que f(xy,...,2,_1) = x,, para todos os zi,...,z,_1 € D. Denotemos essa

extensao por (M,v). Claramente,

(M7vl) ': Qr—i—lxr—i-l Tt ann QO[QTl, ey Tp—1, f(xb s 7xr—1)7$r+1a s 7$n]a

ou seja, (M, v") E &, o que contradiz o assumido previamente. Desta forma, £ tera de ser
inconsistente.

Assumamos agora que existem, inicialmente, m quantificadores existenciais em &, e fa-
camos & = £. Vamos obter & a partir de &_; ao substituir o primeiro quantificador
existencial de &;_; por uma funcao de Skolem, para k = 1,...,m. Claramente, > = &, e,

pelos mesmos argumentos, conseguimos mostrar que &, é inconsistente se e s6 se &, for

inconsistente. Assim, concluimos o pretendido. ¢
1.4 Unificacao

Para facilitar a compreensao do que se segue, denotamos o conjunto das variaveis por Vars e
o conjunto dos termos da logica de 1* ordem por Term. Por definicao, Vars C Term, assim

temos a funcao de inclusao Vars < Term.

Substituicoes

Definigao 1.4.1. Uma substituicao ¢ uma fungao o: Vars — Term.

Nota 1.4.2. Se o conjunto {p € Vars | o(p) # p} = {p1,...,pn} dos pontos nao fixos relati-
vos a uma substituicao o for finito, podemos descrever ¢ indicando apenas as substituicoes

«relevantesy»: {t1/p1,...,tn/Pn}, sendo t; = o(p;).

Nota 1.4.3. Em particular, a inclusao Vars — Term dos varidveis nos termos é uma

substituigao, denotado por e. Tento em conta que e(p) = p para cada varidvel, tem-se

{p € Vars | e(p) # p} = 2.

Por estas razoes designamos esta substituicdo por substituicdo vazia (¢ «nao altere
naday) ou substitui¢ao identidade (¢ substitui os varidveis «identicamente).

Exemplo 1.4.4. Consideremos a substituicao o = {f(z)/z, A/y}. Explicitamente, a subs-
tituicao
o: Vars — Term
f(2), sea variavel p é z,
p—> A, se a variavel p é vy,

D, noutros casos.
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No entanto, é possivel estendermos as substituicoes em geral para fungoes entre termos. Em
particular, a substituicdo o: Vars — Term induz a fungao ¢: Term — Term, definida de

forma recursiva:
o d(p) = o(p), para cada variavel p;
o 7(c) = ¢, para cada simbolo de constante ¢;

o (f(t1,...,tn)) = f(G(t1),...,0(ts)), para cada simbolo de func¢ao f com aridade n e

termos t1,...,0,.

Desta forma, obtemos o seguinte diagrama:

-
Term — Term

| <

Vars

Nota 1.4.5. Consideremos a substituicao vazia €. Observamos logo que &: Term — Term
é a funcao identidade em Term. Além disso, para cada substituicao o, 6 o€ = o e, sendo
0 também uma substituicao,

c=0 < 5=4.

Felizmente, as extensoes nao se ficam por aqui! Dada o: Vars — Term e uma féormula F (sem
quantificadores), denotaremos por Eo a férmula obtida por aplicacao de & a todos os termos
de E. Assim sendo, para um conjunto & = {Ey, ..., E,} de féormulas (sem quantificadores),
conseguimos definir E0 = {Eo | E € £}.

Exemplo 1.4.6. Consideremos o termo t = s(z, f(y,u), h(z, z)) e a substitui¢ao

0 ={f(x,2)/2,9(y, [(x,;9))/y, W, y) /2, 0/ u}.

Se aplicarmos 0 a t, obtemos:

Exemplo 1.4.7. Vamos considerar as formulas £y, = F(z,y,9(z)) e B2 = P(h(z), z, f(y)) e
a substituicdao 6 = {a/x, f(b)/y,c/z}. Entao,

E0 = F(0(x),0(y),0(9(=))) = F(6(x),0(y),9(6(=)))
= F(a, f(b), g(c))-
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Ex0 = P(O(h(2)),8(y), 6(f(2))) = P(h(8(x)),6(2). f(6()))
(f(b))

Definicao 1.4.8. Consideremos duas substituicoes o, #: Vars — Term. Entdo, a com-
posta de 6 apo6s o é a funcao fao = foo.

De acordo com esta defini¢ao, e dadas ¢, 0: Vars — Term, a sua composi¢ao pode descrever-

se pelo seguinte diagrama.

o 0
Vars — Term «— Vars

Oac 0‘ ‘0 oab

Term

Nota 1.4.9. Para cada expressao (termo ou férmula) E, E(fao) = (Eo)f.
Sejam 6 = {0(p1)/p1,...,0(pk)/pr} e 0 ={o(q1)/q1,--.,0(q;)/q;} substituicdes. Sendo

{pla"'apk}u{q17”'7Qj}:{$17"'7xn}7

a composta 020 de 6 com o é a substituicao dada por

{B(o(0) /21, ... B0 (xa))/2a},

tendo em conta que, para cada i =1,...,n,se x; ¢ {q1,...,¢;}, entdo o(z;) = ;.

Exemplo 1.4.10. Sejam 0 = {f(y)/x, z/y,x/u} e 0 = {a/x,g(x)/y,y/z}. Entdo,

)/2,0(0(y))/y,0(0())/2,6(0(u))/u}
0(g(2))/y,0(y)/ 2, 6(u) /u}
(2))/y,0(y)/ 2 x/u}

W)/y,2/z x/u}

W)/, x/u}.

Apenas para comparacao, vamos ainda calcular o1 6.

,0(0(y))/y,5(0(2))/2,5(0(u))/u}
,0(2)/y,0(2)/z,6(x)/u}
z,0(2)/y,0(2)/2,0(z)/u}

T, y/Y,y/z afu}

/T y/% afu}.

fac =000 ={0(c(z)
= {0(a)/x,
= {a/z, (0
= {a/z,g(f
= {a/z, g(f

/x
Jx
Jx
/
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Exemplo 1.4.11. No que se segue, queremos unificar expressoes (termos, férmulas). Por
exemplo, considerando as expressoes F; = x e Fy = y, as seguintes substitui¢oes unificam
estes termos:

Substituicao T Yy

{y/x} Y y

{z/y} x x
{f(fa)/z, [(f(a))/y} | [(f(a)) | f(f(a))

Rapidamente podemos ver que

{f(f(a))/z, f(F(a)) )y} = {f(F(a))/y} s {y/x}
= {f(f(a))/x} s {z/y}.

Lema 1.4.12. Dada substituicoes 0,0: Vars — Term, entao

—

Oroc=0oc
Demonstracio. Consideremos a substituicdo 7 = #ao e um termo arbitrario t.

1. Se t = ¢ é um simbolo de constante, entdao, de acordo com a definicdo de extensao
de uma substituicdo, 7(c¢) = c e (0 05)(c) = 0(3(c)) = O(c) = ¢;

2. Set= x ¢ uma VarAiével, segue que 7(z) = 7(z) = (B20)(z) = (Foo)(z) = 0(c(z))
e que (lod)(x) =0(c(x)) =0(c(x)) (notemos que sendo t € Vars, 7(t) = 7(t));

3. Suponhamos que t = f(ty,...t,). Entao, 7(f(t1,...,t,)) = f(T(t1),...,7T(tn)). Nes-
tas condigbes, para todo o i € {1,...,n}, se t; é um simbolo de constante ou uma
varidvel, entdo, por 1 e 2, 7(t;) = (0 0 5)(t;), caso contrério, t; volta a ser da forma
ti = fi(ti,, ..., t;,) e o processo repete-se (ou seja, 7(t;) = fi(7(ty,),...,7(t;,)) até
que se obtenham simbolos de constantes ou variaveis. Em qualquer dos casos vem

que 7(t) = (00 5)(¢). ¢

Teorema 1.4.13. Consideremos S como o conjunto de todas as substituicoes. Entao,
a estrutura (S, a,e) é um mondide, isto é, a composi¢ao de substitui¢oes é associativa e

a substituicao vazia € é neutro para esta operacao.

Demonstracio. Relativamente a associatividade de a, admitamos trés substituicoes arbi-
tarias 0,0, A. Tendo em conta a Nota 1.4.5 e o Lema 1.4.12:

(Gzt)\A)\:@oj\
= (fo5) oA
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—Oa(oaN).
Além disso,
fac=0oc=0 ¢ call=Eof=0. ¢
Unificadores
Definigao 1.4.14. Consideremos £ = {F, ..., E,,} um conjunto de expressoes (termos,

férmulas). Uma substitui¢do o: Vars — Term diz-se um unificador de £ quando, para
todas as expressoes Fy,..., E, € £, se tiver Fyjo =--- = F,0.

Adicionalmente, dizemos que o conjunto £ de expressoes é unificavel quando existir
um tal unificador.

Comegamos por indicar alguns exemplos simples.

Exemplo 1.4.15. « & ={Q(x),Q(a)} é unificavel, com o = {a/z};

€ = {R(z,),Q(2)} ndo é unificével;
€ = {f(2). f(f(2))} ¢ unificével, com o = {f(2)/x};

€ = {f(x), f(f(x))} ndo é unificivel;

€ ={Q(a,y),Q(z, (b))} é unificdvel, com o = {a/z, f(b)/y}.

Definigao 1.4.16. Seja & um conjunto de expressoes. Um unificador o de £ ¢é dito
unificador mais geral (u.m.g.) de £ quando, para cada unificador 6 de &, existir

uma substituicao A tal que

0= A\ao,

ou seja, que cada unificador de £ se pode descrever como a composi¢ao de uma substi-

tuicdo com o unificador mais geral.

Encontrar o u.m.g para um conjunto de expressoes £ relativamente reduzido nao é tarefa
complicada. No entanto, quando £ é suficientemente grande (finito), podemos ter um grande
problema em méos. E em tais situacoes que devemos aplicar o algoritmo de Robinson (1965).
A ideia base consiste em, dado um conjunto de expressoes, detectar se estas sdo ou nao
idénticas e, no caso de nao serem, determinar aquilo em que diferem para posteriormente se

tentar a unificacao.

Definicao 1.4.17. O conjunto das diferengas, D, de um conjunto de expressoes
nao vazio, £, obtém-se determinando o primeiro simbolo (a contar da esquerda), no
qual nem todas as expressoes de £ tém exactamente os mesmos simbolos, extraindo a

sub-expressao que comega com o simbolo em causa e ocupa essa posigao.
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Exemplo 1.4.18. Consideremos o seguinte conjunto de expressoes nao idénticas & = {P(a), P(z)},
com a um simbolo de constante e x uma variavel. Facilmente reconhecemos que estas diferem

no facto de a ocorrer na primeira expressao e x ocorrer na segunda. De modo a procedermos a
respectiva unificacdo, teremos de encontrar o conjunto das diferencas; neste caso D = {a, z}.

No entanto, porque = € Vars, esta poderd ser substituida por a e, consequentemente, as
diferengas acabam. Neste caso, o u.m.g. de & serd {a/x}.

Apresentamos entao, de forma altamente resumida, o algoritmo de unificagdo para um con-
junto de expressoes .

Algoritmo: Determinagao do u.m.g. de um conjunto £ (Robinson, 1965).

Entrada: conjunto (finito) de expressoes € = {Ey, ..., E,};
Resultado: u.m.g. oy de € (caso exista);
1k=0,&=E¢eo0y=c¢;
repetir até retornar algo

N

3 se |&:| = 1 entdo

4 ‘ retorna oy;

5 fim

6 determinar o conjunto Dy, = {Dy, ...} das diferencas de &;
7 se existir p € Vars e t € Term tal que {p,t} C Dy, e p ndo ocorra em t

entao

8 Ort1 = (t/p) a0

9 Err1 = &(t/p);

10 k=k+1;
11 senao

12 retorna «& nao ¢ unificavely;
13 fim

Exemplo 1.4.19. Vamos considerar €& = {P(y, z), P(x, h(y)), P(a, h(a))}, onde z,y, z sdo
variaveis, a ¢ um simbolo de constante, h é um simbolo de func¢ao unaria e P é um simbolo de
predicado binario. Apliquemos entao o algoritmo de Robinson para encontrar (caso exista)
um u.m.g. para &.

0. Dy ={y,z,a}, portanto oy = (z/y) ae = {x/y}, e ficamos com

& =E&0y ={P(x,2), P(z,h(x)), P(a,h(a))}.

1. Dy = {x,a}, portanto o9 = {a/x} r01 = {a/z,a/y}, obtendo posteriormente

E =09 ={P(a,z),Pa,h(a)), P(a,h(a))}.
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2. Dy ={z,h(a)}, portanto o3 = {h(a)/z} s09 = {h(a)/z,a/x,a/y}, chegando entretanto
a

& = &,03 = {P(a, h(a)), P(a, h(a)), P(a, h(a))} = {P(a, h(a))}.

Na préxima iteracdo, o algoritmo terminard (|&] = 1).

Exemplo 1.4.20. Consideremos & = {P(h(x), z), P(x,h(y)), P(a,h(a))}, onde z,y, z sdo
variaveis, a ¢ um simbolo de constante, h é um simbolo de func¢ao unaria e P é um simbolo
de predicado binario. Vamos aplicar o alg. de Robinson para encontrar (caso exista) um
u.m.g. para &.

0. Dy = {h(x),z,a}, portanto oy = {a/z} e ficamos com

&1 = Eor = {P(h(a), 2), P(a, h(y)), P(a, h(a))}.

1. D; = {h(x),a}. Como nao existem varidveis em Dj, o algoritmo termina no passo 12

ao retorna «£ nao é unifivavely.

Exemplo 1.4.21. Consideremos & = {P(h(x), z), P(z, h(y)), P(x,h(a))}, onde z,y, z sdo
variaveis, a ¢ um simbolo de constante, h ¢ um simbolo de funcao unaria e P é um simbolo
de predicado binario. Vamos aplicar o alg. de Robinson para encontrar (caso exista) um
u.m.g. para .

0. Dy = {h(z),z,z} = {h(x),z}. Como a tnica varidvel em Dy é z e esta ocorre em h(z),

o algoritmo termina no passo 12 ao retorna «&€ nao é unifivavel».

Teorema 1.4.22 (Unificagado). Seja € um conjunto finito de expressoes unificiveis.
Entao, o algoritmo de determinagdo terminard no passo 4, sendo o 0 u.m.q de &.

Demonstracao. Uma vez que £ é unificavel, consideremos um seu qualquer unificador 6.
O nosso objectivo serd fazer inducao em k para mostrar que existe uma substituicao Ay
tal que 0 = A\ 2 0y.

Como passo de base (k = 0) temos que 0 = A\gaog = A¢ (uma vez que oy = ¢).
Admitamos agora como hipotese de inducao que 0 = A\, a0y, para 0 < k < n:

o se |Eoy| = 1, entdo o algoritmo termina no passo 4 e, dado que 6 = X\, a0, 0, serd
um u.m.g. para &;

o caso |E0,| # 1, o algoritmo encontrara o conjunto das diferengas D,, de Eo,,. Porque
0 = M\, a0, é um unificador de &£, \, devera unificar D,,. Contudo, como D,, é o
conjunto das diferencas, devera ter uma variavel, digamos, p,. Seja entao ¢, um

qualquer outro elemento em D, diferente de p,. Como A, unifica D,, \,(p,) =

An(tn). Agora, se p, ocorrer em t,, entdo \,(p,) ocorre em A,(t,). No entanto,
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esta situagdo é impossvel, uma vez que p, e t, sdo distintos e \,(p,) = An(tn).
Desta forma, p,, nao ocorre em t,. Por consequéncia, o algoritmo de unificacao nao
chegard passo 12, mas seguird os passos 7 — 10 para redefinir 0,11 = (t,/pn) 2 0.
Seja agora A\py1 = Ay \ {M\u(tn)/pn}. Entdo, como p, nao ocorre em t,, A\,11(t,) =
A \ {\u(tn)/pn}(tn) = An(t,). Portanto, teremos

Ant1 8 {tn/Pn} = At U {1 (80) /00 }
= A1 U {)‘n(tn)/pn}

= (A \ {M(tn)/pn}) U{Au(tn) /pn}
=\,

Desta forma, A, = \yi1a{t,/pn}, pelo que
0=XN,a0, = Api1 A{tn/pn}AO'n = Mi140n41,

e podemos concluir que, para todo o k > 0, existird uma substituicao A\, tal que
0= )\k AOL.

Uma vez que o algoritmo de unifica¢ao deverd terminar (dado que o conjunto & é finito), e

que tal ndo acontecera no passo 12, terd de acontecer no passo 4 (retornando oy, o u.m.g.

de &). ¢

1.5 Método da Resolucao de Robinson

Tendo introduzido o algoritmo de unificacao na tltima sec¢ao, podemos agora considerar o

Principio da Resolucao para a Légica de 1*Ordem.

Daqui em diante (e até ao final desta sec¢ao), vamos apenas considerar linguagens sem
o simbolo «=». Além disso, continuamos de assumir que o dominio de interpretacao em

causa é nao vazio.

Definicao 1.5.1. Se literais ¢ e ¥ de uma clausula C' = ¢ V¢ VOV ... admitirem um
um.g. o, entao (¢ VOV ...)o serd dito um factor de C.

Exemplo 1.5.2. Consideremos a clausula C' = P(z)V P(f(y)) vV —Q(z), onde z,y sdo varia-
veis, f é um simbolo de fun¢ao unaria e P, () sao simbolos de predicado unarios. Rapidamente
conseguimos ver que existe u.m.g. para &€ = { P(x), P(f(y))}, dada por o = { f(y)/x}. Desta

forma, (P(f(y)) V ~Q(x))o = P(f(1)) V ~Q(f()) ¢ um factor de C.

Definicao 1.5.3. Sejam C}, = ¢y VOV ... e Co =V y V... clausulas sem variaveis

em comum. Se ¢ e ¢ admitirem um u.m.g. o, entao a clausula

OV---VyV...)o
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¢é dita uma resolvente binaria de C; e (5.

Exemplo 1.5.4. Consideremos C; = P(z) V Q(z) e Cy = =P(a) V R(x), onde x é uma
variavel, a um simbolo de constante e P, (), R sao simbolos de predicado unarios. Dado que
x aparece em C e Cy, vamos renomed-la em Cy, ficando com Cy = =P(a) V R(y). De facto,

P(z) e P(a) admitirdao um u.m.g. o = {a/z}, logo,

(Q(z) V R(y))o = Q(a) V R(y)

sera a resolvente binaria de C e Cl.

Definicao 1.5.5. Uma resolvente de duas clausulas C; e 5 é uma resolvente binaria
de (um factor de) Cy e de (um factor de) Cs.

Exemplo 1.5.6. Consideremos duas cldusulas C; = P(x) V P(f(y)) V R(g(y)) e Cy =
=P(f(g(a)))VQ(b), onde x,y sdo varidveis, a ¢ um simbolo de constante, f e g sdo simbolos

de funcao unarias e P, (), R sao simbolos de predicado unarios.
e« P(f(y))V R(g(y)) é um factor de Cf;
e R(g(g9(a))) VvV Q(b) é uma resolvente bindria de um factor de C; e Cs;

e R(g(g(a))) VvV Q(b) é uma resolvente de C; e Cs.

Simbolicamente, as regras que vamos utilizar sao dadas consoante os seguintes esquemas

dedutivos:

YVl pVy oViVe
vy umeled) ¢ Ve ume(pg) LY

Na regra (BR) suponha-se que =) V 6 e ¢ V v ndo tém variaveis em comum.

Nota 1.5.7. Recordemos que verificar I' E 1, é o mesmo que mostrar que I' U {—¢} é
inconsistente. Uma vez mais, este processo passa por: transformar todas as férmulas na
FNS, «ignorar» os quantificadores V (j4 que nao existem outros e todas as varidveis sao
quantificadas), renomear as varidveis em cada cldusula por forma a torna-las distintas e
aplicar sucessivamente as duas regras acima (BR e Fator), até obtermos uma contradigao

(se for possivel).

Exemplo 1.5.8 (Caroll ( )). Vamos considerar o seguinte conjunto de constatagoes e

tentar justificar a consequéncia, por aplicagdo do Método de Resolugao.

o Ninguém que realmente aprecia Beethoven falha de manter o siléncio durante a sonata
Mondschein (ao Luar);
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o Os porquinhos-da-india sao completamente ignorantes no que diz respeito a misica;

o Ninguém que é completamente ignorante no que diz respeito a miisica consegue manter

siléncio durante a sonata Mondschein (ao Luar);
« Portanto, os porquinhos-da-india nunca realmente apreciam Beethoven.

O primeiro passo serd tentar traduzir estas ideias (na lingua portuguesa) para uma linguagem

de 1® ordem. Vamos entao denotar

(x

(x): x mantém o siléncio durante a sonata Mondschein,

Sy

x aprecia Beethoven,

~ O

()
(z) :

x ¢ completamente ignorante no que diz respeito a musica,

)

2 6 um porquinho-da-india.
A partir daqui, conseguimos obter:

e —3r (B(x) A-S(2));

« Vz (P(z) = I(z));

« ~3z (I(z) A S());

e V2 (P(z) —» -B(z)) ~ 3z (P(x)AB(z)) (negacio).

O nosso proximo passo passara por transformar cada uma das férmulas acima na sua FNS.
Desta forma,

e —3z (B(x) A S(z)) = Va (~B(z) V S(z));
e Vi (P(x) = I(x) = Va (~P(z) V I(x));
e« —3z (I(z) A S(z)) = Va (~I(z) V ~S());
e 3z (P(z) A B(z)) ~ P(c) A B(c)
Desta feita, vamos considerar as seguintes formulas
~B(z) v S(x), —Py)VI(y), —I(z)V-S(z), Plc), Blo),

e tentar, a partir delas, a deducao de L ...
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Exemplo 1.5.9 (Chang e Lee ( )). Embora parega uma questao geométrica muito sim-
ples de comprovar, vamos mostrar que os angulos internos formados pela diagonal de um

trapézio sao iguais. O primeiro passo serd axiomatizar o resultado de forma conveniente.

Seja T'(z,y, z,w) um trapézio cujo vértice superior esquerdo é x, o vértice superior direito é
y, o vértice inferior direito é z e o vértice inferior esquerdo é w; seja P(z,y, z,w) o predicado
que nos diz que as linha que une o segmento zy ¢é paralela a linha que une o segmento
zw; e E(x,y,u, z,w,v) o predicado que nos diz que o dngulo zyu é igual ao angulo zwv.

Conseguimos entao encontrar os seguintes axiomas:
Ay =V Yy VzVw (T(z,y, z,w) = P(x,y, z,w)),

Ay =V Yy V2 Yw (P(z,y, 2,w) — E(z,y,u, 2,w,v)),
As =T(a,b,c,d).

A partir destes axiomas, deveremos estar em condigoes de concluir que E(z,y,u, z, w,v) é
verdadeiro, ou seja, que A; A Ay A A3 — E(a,b,d, c,d,b). Uma vez que pretendemos utilizar
um algoritmo de refutagao, o objectivo sera mostrar que

Ay A Ay A A3 A —E(a,b,d, c,d,b)

¢é inconsistente. Para o fazer, vamos transformar o conjunto constituido por esta féormula e
pelos axiomas no conjunto de clausulas

{-T(z,y,z,w)V P(z,y,z,w), P(z,y,z,w) V E(x,y,u, z,w,v), T(a,b,c,d),~E(a,b,d, c,d,b)}.
Estamos entao prontos para a comegcar a deducao.

—P(z,y,z,w)V E(x,y,u, z,w,v)
~E(a,b,d, c,d,b)
P(a,b,c,d) BR(1,2)
(
(

J

—T(z,y,z,w)V P(x,y, z,w)
=T(a,b,c,d) BR(3,4)
T(a,b,c,d)

L

N O e W

Como se verificou, o conjunto de clausulas proposto é inconsistente, o que nos leva a conclusao
de que o resultado inicial é valido.







Capitulo 2

Principios de Enumeracao Combinatdria

2.1 Introducao

Neste novo capitulo, deixamos a légica (proposicional e de 1* ordem) de lado e partimos
ao estudo da combinatéria (ramo da matematica que estuda a contagem, tanto como meio
quanto como fim, na obtencao de resultados e certas propriedades de colecgoes finitas de
elementos). Este serd, de facto, o tema de estudo para os proximos dois capitulos. Numa
primeira parte, estaremos maioritariamente interessados em analisar e tentar responder ao

tipo de perguntas que se segue:
o Quantas sequéncias binarias de comprimento n existem?

« Quantos nimeros de 4 algarismos (divisiveis por 5) se podem escrever com os digitos
1,...,97

« Quantas maneiras existem de colocar k bolas em n caixas?
o Quantas sequéncias binarias com k£ uns e n — 1 zeros existem?
o Sejam k,n € N. Quantas solugoes tem a equacao xy + -+ + x, = k, com x; € N?

» Considerem-se 50 pessoas numa sala quadrada com 7m de lado. Sera que existem pelo
menos duas pessoas a uma distancia inferior a 1.5m?

No entanto, e antes de nos debrucarmos afincadamente sobre este novo tépico, vamos fazer

uma ligeira revisao de alguns conceitos relacionados com fungoes.

Definigao 2.1.1. Seja f: A — B uma fun¢do. Entao, f diz-se:
« injectiva quando, para todos os z,y € A, f(z) = f(y) = x=uy;

» sobrejectiva quando todo o y € B é imagem de algum x € A; i.e., quando para
todo 0 y € B existe um x € A tal que f(x) = y;

» bijectiva quando f for injectiva e sobrejectiva.
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Definicao 2.1.2. Uma funcao f: A — B diz-se invertivel quando existir uma funcgao
g:B— Atalque go f =idy e fog=1idp.

Teorema 2.1.3. Uma funcao f: A — B ¢é invertivel se e so se € bijectiva.

Demonstragio. (=) Dado que f é invertivel, vamos considerar a inversa f~': B — A.
O primeiro passo serd mostrar que f~! é sobrejectiva. Para tal, suponhamos y € B e
r = f~(y). Entao,

f@)=f(f""y)=(fof "y =ids(y) =y.

Desta, forma, resta-nos mostrar a injectividade de f~!. Suponhamos, para tal, z;,z, € A
tais que f(x1) = f(x2) (o objectivo serd concluirmos z; = x3). Consideremos ainda

y=fm)ex=f"(y). Entdo,
vy = ida(as) = (f 0 f)(a) = [ (fla2)) = f () = 2.

Contudo, temos ainda que

vy =ida(zr) = (f 7 o f)(@1) = [ (f(21) = [ (f(z2) = [ (y) = =,

concluindo assim a primeira parte da prova.

(<) Suponhamos agora que f é bijectiva. Pela sobrejetividade de f, para cada y € B
sabemos que existe um = € A tal que f(z) = y; pela injectividade de f, este x serd unico.
Portanto, vamos definir

B — A.

y — o0 Unico x € A com f(z) =1y

Agora, resta-nos mostrar que f! ¢, de facto, a inversa de f. Consideremos x € A e y =
f(x). Entdo, por defini¢do, f~'(y) = x, pelo que (f~'o f)(x) = f7(f(z)) = [ (y) = =,
ou seja, f~'o f = ids. Por outro lado, se considerarmos y € B e x = f~!(y), entdo,
por definicio, f(z) = y e temos que (f o f~)(y) = f(f7'(y)) = f(z) =y, ie, que
foft=idg. ¢

Nota 2.1.4. Para um conjunto finito A, denotamos por |A| o nimero de elementos (=
cardinalidade) de A.

2.2 O Principio da Gaiola dos Pombos

O principio da gaiola dos pombos ¢ uma importante ferramenta matematica, muitas
vezes utilizada despecebidamente no decorrer das demonstragoes. Na sua forma mais simples,
constata que se tivermos n pombos para distribuir por m gaiolas, com n > m, havera pelo
menos uma gaiola com dois pombos.

Este principio surgiu pela primeira vez em 1624, pela mao de Leurechon, mas tornou-se
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conhecido como o principio das gavetas de Dirichlet (quando este o apresentou em
1834, com o nome Schubfachprinzip).

De uma maneira matematicamente mais formal, podemos traduzir a ideia da seguinte forma:
considerando um conjunto A e (4;)1<i<m uma familia de subconjuntos de A (dois-a-dois
distinta), com A = ", A;, se |A| > m, entao |A4;| > 1, para algum 1 <i < m.

Outra formulacao possivel prende-se com o conceito de injectividade de uma funcao: con-
sideremos A, B dois conjuntos e f: A — B uma funcao; se |A| > |B|, entdo f ndo poderd
ser injectiva (neste caso, a contraposi¢do é mais 6bvia: se f: A — B é injectiva, entao

Al < [B]).

Nota 2.2.1. Serad a partir desta ultima formulagdo que iremos fazer a extensao deste

principio aos conjuntos infintos (contéveis e ndo contéveis).

Exemplo 2.2.2. Consideremos uma sala com 13 pessoas. Entao existirao, pelo menos, duas

pessoas a fazer anos no mesmo meés.

Consideremos a funcao
f: {pessoas na sala} — {Janeiro, ..., Dezembro}

de tal forma que a cada pessoa seja atribuido o seu més de aniversario. Dado que
|{Janeiro, ..., Dezembro}| = 12 e |{pessoas na sala}| > 12,

podemos imediatamente verificar que f nao é injectiva (ou seja, que existem, pelo menos,

duas pessoas a fazer anos no mesmo mes).

Exemplo 2.2.3. Consideremos 50 pessoas numa sala de 7m x 7m. Entao, havera duas

pessoas que estdo a uma distancia inferior a 1.5m.

Se dividirmos a sala em quadrados unitarios e considerarmos a funcao

f: {pessoas na sala} — {quadrados}

p — quadrado onde esta p,

podemos ver que esta nao sera injectiva. Dado que |[{pessoas na sala}| = 50 e |[{quadrados}| =
49, existird pelo menos um quadrado com duas pessoas. Como a maior distancia num qual-
quer destes quadrados é v/2 ~ 1.4142m, temos que as duas pessoas em questdo estardo a

uma distancia inferior a 1.5m.

Teorema 2.2.4. Para todos os « € R en € N, n > 1, existem nimeros inteiros p e q

com q € {1,...,n} tal que |goe — p| < +.
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Demonstragio. A prova deste resultado passa por, para cada k € {0,...,n}, considerar
ry = ka — | ka] € [0, 1[. De seguida, consideramos ainda a fungao
1.1 2 n—1
:40,... — 410, =, [—,—|,--.
Fo{0 oy = 0L S
k — intervalo Z com r, € 7

A0

Entéao, pelo principio da gaiola dos pombos, existirao inteiros £ e k em {0,...,n} (com
¢ < k, sem perda de generalidade) tal que |r, — ry| < % Assim,

i> ke — ko] — o+ [fa]] = |(k — O)a — ([ka] — [la))].

Por ultimo, basta escolhermos ¢ =k — ¢ € {1,...,n} e p= |ka] — [la]. ¢

Exemplo 2.2.5. Vamos agora mostrar que, dado um subconjunto de {1,...,2n} com n—1
elementos, existirao pelo menos dois elementos distintos z, y nesse subconjunto tais que z | y
(«z divide y») ou y | = («y divide x»).

Sabemos que é possivel escrever {1,...,2n} como unido disjunta de dois seus subconjuntos: o
subconjunto E = {2,4,...,2n} dos elementos pares e o subconjunto O = {1,3...,2n—1} dos
elementos impares, sendo |E| = |O| = n. Consideremos entdo um elemento z € {1,...,2n}.
Pelo facto de cada ntimero natural é de maneira tinica um produto de ntimeros primos,
podemos escrever z = 2% (de maneira tnica), onde b é impar. A partir daqui podemos
definir a funcao

fAL....2n} — O.

z — aquele tinico b

Além disso, e porque |O| = n, |f(C)| < n, para qualquer subconjunto C' C {1,...,2n}.
Desta forma, se C' C {1,...,2n} tiver eventualmente n+ 1 elementos, deverao existir 4y, ys €
C' tais que f(y1) = f(y2). Por outras palavras, y; = 2*1b e yo = 2%2b, pelo que se 1 < X9

temos y; | y2 (e andlogamente para o caso contrario).

Exemplo 2.2.6. Num torneio em que participam n > 2 equipas de futebol, todas as equipas
jogam uma vez umas com as outras. Vamos mostrar que em cada jornada, pelo menos duas

equipas realizaram o mesmo numero de jogos até esta jornada.
Comecemos por fixar a jornada e por considerar

N: {equipas} — {0,...,n — 1}
e — total de jogos de e.
« Caso 1: Cada equipa realizou pelo menos um jogo. Entao, podemos considerar acima

o conjunto de chegada {1,...,n — 1}; pelo principio da gaiola dos pombos, N nao é

injectiva;
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o Caso 2: Pelo menos uma equipa nao realizou nenhum jogo. Logo, nenhuma equipa
realizou n — 1 jogos e, por isso podemos considerar acima o conjunto de chegada
{1,...,n — 2}; pelo principio da gaiola dos pombos, N também nao serd injectiva.

Generalizacao

A ideia da generalizacao do principio da gaiola dos pombos é tdo compreensivel como o
enunciado original: suponhamos que temos m gaiolas; se em cada caixa houver, no maximo,
k pombos, entdo teremos (no maximo) mk pombos (a contraposigdo é, novamente, mais
obvia - se temos mais do que mk pombos e m gaiolas, entao havera uma gaiola a ter, no

minimo, k + 1 pombos).

De uma maneira matematicamente mais formal, podemos traduzir a ideia da seguinte forma:
considerando um conjunto A e (A;)1<i<m, uma famlia de subconjuntos de A (dois-a-dois
disjuntos), com A = ", A;; se km < |A|, entao |A;| > k, para algum 1 <i < m.

Podemos ainda ter uma formulacao alternativa relacionada com a injectividade de fungoes:
sejam A, B conjuntos e f: A — B uma fungao; se k|B| < |A], entdo existird um y € B tal
que [f71(b)] = [{z € A| f(x) =b}| > k.

Exemplo 2.2.7. Na area metropolitana de Lisboa ha, pelo menos, 15 pessoas com o mesmo
nimero de fios de cabelo na cabega. (vamos assumir que cada pessoa tem, no maximo,
200000 fios de cabelo na cabega e que na area metropolitana de Lisboa, residem 2,870, 208
pessoas).

Para aplicar o principio da gaiola dos pombos, vamos considerar a fun¢ao f: {Lisboetas} —
{0,...,200000} que a cada lisboeta faz corresponder o nimero de fios de cabelo na cabega.
Como 14 x 200001 < 2870208, existirda um n € {0,...,200000} tal que |f~'(n)| > 14, ou
seja, que existirao, pelo menos, 15 pessoas com n fios de cabelo na cabecga.

Extensao ao Infinito

A matéria desta subseccao é complementar e nao foi dada na aula. Portanto, nao faz

parte da avaliacao.

O principio, tal como introduzido anteriormente, pode nao funcionar se considerarmos con-
juntos infinitos (contaveis ou nao contaveis). De facto, tal é verificado pelo paradoxo do

grande hotel de Hilbert, que enunciamos a seguir.

Paradoxo do Grande Hotel (Hilbert): «Consideremos um hotel imaginario com quartos
infinitos, numerados por 1,2,3,.... Numa noite, com o hotel completamente cheio, um
héspede solitario chega em busca de um quarto. O engenhoso gerente do hotel move cada
héspede um quarto acima, de modo que o habitante do quarto 1 se mova para o quarto 2, o
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do quarto 2 para o 3, e assim por diante. .. Com todos os hospedes realocados, o quarto 1 fica
novamente livre para o héspede que acabou de chegar! No dia seguinte chega um autocarro
com um numero infinito de passageiros a procura de quarto. Desta vez, o gerente move o
hospede do quarto 1 para o quarto 2, o do quarto 2 para o 4, o do quarto 3 para 0 6,..., 0
do quarto n para o 2n. Isso libertara todos os quartos impares, de modo que o passageiro 1
do autocarro possa ir para o quarto 1, o passageiro 2 para o quarto 3, o passageiro 3 para o
quarto 5 e, em geral, o passageiro n para o quarto 2n + 1.»

Neste caso, conseguimos claramente ver que, para n = |N|, serd possivel distribuir n+ 1 (ou

mesmo 2n) pessoas por n quartos, sem que cada quarto tenha mais que uma pessoa.

Definicao 2.2.8. Um conjunto A é dito infinito contavel se existir uma bijeccao
f: N — A. Além disso, A sera dito contavel se for finito ou se for infinito contavel.
Adicionalmente, e caso A seja infinito, mas nao infinito contavel, serd dito nao contavel.

H& que ter algum cuidado quando comegamos a considerar conjuntos infinitos (tanto con-
taveis, como nao contaveis). A ideia presente na Nota 2.2.1 é, de facto, o que nos permite
fazer a extensdo necessaria. Contudo, nessa forma, o principio é tautologico (i.e., a condigao
antecedente « se A, B sdo conjuntos tais que |A| > |B| » é equivalente a consequente « entao
nao existem fungoes injectivas de A em By ).

Uma outra forma de expressar o principio da gaiola dos pombos para conjuntos finitos é
equivalente ao principio de que todos os conjuntos finitos sdo Dedekind-finitos': sejam A
e B conjuntos finitos; se houver uma func¢ao sobrejectiva de A para B que nao é injectiva,
entdo nenhuma funcgao sobrejectiva de A para B sera injectiva.

Existem entdo dois principios semelhantes para os conjuntos infinitos:

Versao Infinita: Seja A um conjunto infinito e B um conjunto finito. Entao, se f: A — B

for uma fungdo, existird um y € B de tal forma que f~!(y) seja um conjunto infinito.

Versao Nao Contavel: Seja A um conjunto infinito ndo contavel e B um conjunto infinito
contdvel. Entdo, se f: A — B for uma funcio, existird um y € B de tal forma que f~!(y)

seja um conjunto infinito nao contavel.

2.3 O Principio da Bijeccao

O principio da bijecgao ¢é outra das importantes ferramentas da combinatoria que nos
auxilia na contagem de elementos. Este diz-nos basicamente que se A e B sdo conjuntos
finitos e se existe uma fungao bijectiva f: A — B, entdao |A| = |B|. Tipicamente utilizamos

este principio quando ¢é mais facil contar os elementos de um destes conjuntos.

'Um conjunto A diz-se Dedekind-infinito se existir algum seu subconjunto préprio B C A tal que
|B| = |A|. Quando um conjunto nao for Dedekind-infinito, serd dito Dedekind-finito.
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Exemplo 2.3.1. Existe uma bijeccao entre o conjunto C' dos ntimeros naturais com 4
algarismos em A = {1,2,...,9} e o conjunto A*. De facto, se pensarmos na fungao f: A* —
C que a cada quadruplo (ay, as, as, as) faz corresponder a;10% + a210% + a310 + a4, obtemos
a bijeccao pretendida.

Exemplo 2.3.2. Vamos determinar o nimero de subconjuntos de X = {1,...,n}. Se
considerarmos P(X) como o conjunto dos subconjuntos de X e B" como o conjunto das

sequéncias bindrias de comprimento n, conseguimos ver que a fungao

f:P(X)—B"
1, i€ A,

A— f(A)=2y...2,, onde z;=
0, i¢g A

¢ uma bijeccao.

Exemplo 2.3.3. Consideremos k,n € N, com k < n. Vamos tentar determinar quantos

sao os numeros inferiores a 10" de tal forma que a soma dos seus algarismos seja igual a k.

O primeiro passo sera ver que todo o nimero inferior a 10™ terd, no méximo, n algarismos.
Assim, podemos expressi-los por uma sequéncia (z1,...,z,) € {0,...,9}" e traduzir o

problema na questao de encontrar os n-tuplos (z1,...,x,) que satisfazem a equagao

T+ T+ X, =k

Acontece que o nimero de n-tuplos nestas condi¢oes coincide exactamente com o nimero
de maneiras de colocar k bolas indistinguiveis em n caixas numeradas. Este tltimo, por sua

vez, coincide com o nimero de sequéncias bindrias com k uns e n — 1 zeros (para n > 0).

[eee] [of [] [eeee]
11 0 1 0 0 1111

Por outro lado, o niimero de sequéncias binarias com k£ uns e n — 1 zeros coincide com o
numero de subconjuntos de k£ elementos de um conjunto com k4 n — 1 elementos. Veremos

no proximo capitulo como calcular este ntimero.

Exemplo 2.3.4. Todos conhecemos o conjunto dos nimeros naturais (N = {0,1,2,...})
e o conjunto dos nimeros inteiros (Z = {...,—2,—1,0,1,...}). No entanto, o que muitas
das vezes pode fazer alguma confusao é o facto destes conjuntos terem o mesmo nimero de
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elementos. Se examinarmos com alguma cautela, conseguimos verificar que a fungao

fN—Z

n n € par
n— f(n)=4% ’
—2 n é impar.

¢ uma bijeccao. Desta forma, concluimos que |N| = |Z].

Outro exemplo de equipoténcia «estranha» de conjuntos faz-se entre o intervalo |0, 1] e o

conjunto dos numeros reais (R). Neste caso, a propriedade sera verificada com recurso a

funcdo tangente (definida no seu periodo fundamental: |—7,7[). De facto, se aplicarmos

algumas transformacoes a funcao original, é possivel verificar que

g: 10,1 — R

v tan (v (2 - 1))

¢ uma bijeccao entre os referidos conjuntos. Por conseguinte, |]0, 1[| = |R|.

2.4 Os Principios da Adicao e Multiplicacao

O principio da adigao diz-nos que, para Ay, ..., A, conjuntos finitos dois-a-dois disjuntos
(i.e., tais que A; N A; = @, quando i # j), temos

U A
i=1

Nota 2.4.1. O principio da adicao é muitas vezes utilizado para «dividir o problema em

n

:Z’Ai"

=1

casos».

Por outro lado, o principio da multiplicagdo diz-nos que, para Ai,..., A, conjuntos
finitos, a cadinalidade do produto entre estes é igual ao produto das cardinalidades de todos,
i.e.,

Ay X Ay X - x Ap| = |Ay| - |Ag| - - A,

Exemplo 2.4.2. e O numero de sequéncias binarias de comprimento n é 2". Para che-
gar a tal resultado, contamos os elementos de {0,1}". Pelo Exemplo 2.3.2, para um
conjunto X, com |X|=n, |P(X)| = 2".

e Qual é o nimero de nimeros naturais com 4 algarismos que se pode escrever com o0s
digitos 1,...,97 Pelo Exemplo 2.3.1, basta determinarmos o tamanho do conjunto

{1,...,9}* Neste caso, existirdo 9* = 6561 elementos.

e Qual é o nimero de nimeros naturais com 4 algarismos que se podem escrever com o0s

digitos 0,...,9 e que sao divisiveis por 57 O conjunto

{1,...,9} x {0,1,...,9}* x {0,5}
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tem cardinalidade 1800.

Exemplo 2.4.3. Vamos determinar o namero de palavras de comprimento 5 que podemos
escrever com os simbolos «a», «b», «c», «(», «)» de modo a que:

« o numero de «(» é igual ao nimero de «)»;
 em cada parte inicial da palavra, o nimero de «(» é maior ou igual ao nimero de «)»;
« entre os simbolos «(» e «)» estd pelo menos um dos simbolos «a, b, c».

Tomemos entdao S como o conjunto destas palavras e consideremos: Sy como o subconjunto
das palavras sem paréntesis; S; como o subconjunto das palavras onde ha uma ocorréncia
tnica de «(»; e Sy como o subconjunto das palavras onde ocorre duas vezes o simbolo «(».
Logo, S = Sy U S7 U Sy (dois-a-dois disjunto) e, por isso,

S| = [Sol + [S1] 4152/
Em termos de cardinalidades dos subconjuntos, temos:
o |Sy] = 3% = 243;

e Sy =57USHUSIPUSTTUSTPUSY (dois a dois disjuntos), onde o primeiro nimero

do indice superior representa a posigao de «(» e o segundo representa a posicao de «)»;

o Sy ={«((a))», «((b))», «((c))»}, logo |Ss| = 3.
Concluindo, |S| = 243 + 162 + 3 = 408.

Generalizacoes
Vamos agora tomar uma generalizagao do principio da multiplicacao: suponhamos que temos
um procedimento com n escolhas onde temos:

e 71 possibilidades para a primeira escolha;

75 possibilidades para a segunda escolha (independentemente da primeira escolha);

1, possibilidades para a tltima escolha (independentemente das n — 1 escolhas feitas

anteriormente).

Entao, existirao rq - ro - - -+ - r,, maneiras de realizar o procedimento.

Exemplo 2.4.4. Vamos calcular quantos niimeros existem com 4 algarismos distintos. De
facto, se o nimero tem 4 algarismos, para primeira escolha podemos tomar qualquer ele-
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mento em {1,...,9}. De seguida, podemos tomar qualquer nimero diferente do escolhido

anteriormente, e assim sucessivamente. Desta forma,

[{ndmeros com 4 algarismos distintos}| =9 x 9 x 8 x 7 = 4536.

Exemplo 2.4.5. Vamos calcular quantos ntimeros existem com 4 algarismos distintos em
1, ..., 9, um deles igual a 5. Neste caso, para primeira escolha podemos tomar a posicao
do algarismo 5, h& quatro possibilidades. Depois podemos sucessivamente escolher os outros
algarismos, portanto, existem

4 x8XTx6=1344

tals nameros.

Como vimos anteriormente, o principio da adi¢ao s6 é valido quando os conjuntos Ay, ..., A,
sao dois-a-dois disjuntos. No entanto, quando temos problemas em que tal nao acontece,
podemos utilizar outra ferramenta: o principio da inclusao-exclusao.

Sé para ficarmos com uma ligeira ideia do que ai vem, vamos apresentar o principio para

alguns casos:

e n = 2. Para conjuntos A; e Ay, a soma |A;| + |Az| conta os elementos comuns de A;
e A, duas vezes; portanto,

1A U As| = [Ay] + |As] — |4, N Ay

« n = 3. Baseado no caso anterior, para conjuntos A;, As e Az calculamos

| A1 U (A2 U As)| = |A1] + |42 U A — |A1 N (A2 U A3)|
= |A;1] + [A2 U As] — [(A1 N Ag) U (A1 N Az)|
= |A1| + |A2]| + |As| — | A2 N As
— (JA; M Ag| + |A; N Az| 4+ |A; N Ay N Az)
= |A1] + |As| + |A3| — |A1 N Ay — |A; N A3
— Ay N Az + A1 N Ay N Agl.

Teorema 2.4.6 (Inclusdo-Exclusdo). Dados conjuntos finitos arbitrarios Ay, ..., A,

(nao necessariamente dois-a-dois disjuntos) temos que

n

U4

i=1

- Zn:(_l)k+1 ( Z ‘A’Ll M---N AZk') :

k=1 1<ig < <ip<n

Demonstracao. Vamos fazer a prova deste resultado por indugao no niimero n de conjuntos
considerados. Como base da inducgao, conseguimos rapidamente ver que, para n = 1,
|A1] = |A1] e, para n =2, |A; U Ay| = |Ay] 4 |As] — |A1 N Ay|. Como hipdtese de indugao,
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vamos supor que o resultado é verdadeiro para n conjuntos com n > 2. Desta forma,

n+1

U
=1

n

U A

=1

U AN A

=1

(_1>k+1 ( Z ’All n---N A2k|) + ‘AnJrl‘

1< <-<ip<n

+ |An+1| -

k

n

1

|
M=

(—1)~*1 ( Z |A;, NN A, N An+1!)

1<ip<--<ig<n

e
Il
—

= [Adf 4 4 [An] + [ Anga

<_1)k+1 ( Z ‘AZI n---N Alk’)

1<ig <-<ig<n

\E

+

3
[
— D

+

(—1)k+2 ( > |[A;, NN A, N AnH\)

1 1<ig <-<ip<n

k
+ (=1)" 2|4 NN A, N Ay
= A+ + [Anl + [Anpa]

+3 (1) ( > m---mAZ-,J)

k=2 1<ip <-<ig<n

+ zn:(—l)'”rl ( > A, NN Aik|)

k=2 1<4; <--<ip=n+1
+ (=)™ A N N AN A
= |A1] + - + [An]| + |Ans1]

Jrznz(—l)’€+1 ( > |A;, ﬂ---ﬂAik])

k=2 1<in <o i<t
+ (=1)"A NN AN AL

n+1
=Y (-1 ( > | A, m---mA,-J) : ¢
k=1

1<ip < <ip<n+1

Exemplo 2.4.7. Vamos determinar o niimero de ntimeros entre 1 e 1000 que sao divisiveis
por 3 ou por 5.

Comecemos por considerar os conjuntos A, = {n € {1,...,1000} | k divide n}, para k =
1,...,1000. Desta forma,

|As U As| = |As| + |As] — |As N A5

_ {1000J n {1000J _ {1000J

3 5 15
= 333 + 200 — 66 = 467.
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Exemplo 2.4.8. Quantas palavras de comprimento 10 com letras em {a, ..., 2z} (23 letras)
existem que nao contém todas as vogais («a, e, i, 0,u»)?

Sejam A,, ..., A, os conjuntos das palavras de comprimento 10 sem «a», ..., «u», respecti-
vamente. Entao, aquilo que procuramos é, justamente, |A, U --- U A,|.

o Al == AL = 22
o JAgNA| = =]4,NA,]=21"

o [AuNANA|=---=|ANANA,|=20%;

o |[A,NANANA| = =|ANANANA,| =191

A, NA.NA;NA,NA,| = 181

No total, existirao 10 intersecgoes de 2 conjuntos, 10 intersec¢oes de 3 conjuntos e 5 inter-
seccoes de 4 conjuntos. Logo,

A, UA UAUA,UA,| =522 —10-21"° +10-20" — 5. 19" + 18",

Exemplo 2.4.9. Sejam X um conjunto finito e py, ..., p,, propriedades aplicaveis aos ele-
mentos de X e N(iy,ig,...,1) o numero de elementos de X que tém, pelo menos, as pro-
priedades p;,, ..., D,

Designando o conjunto dos elementos de X que tem a propriedade p; por A;, sabemos que
o nimero de elementos de X que tém, pelo menos, uma das propriedades py, ..., p, é dado

pela expressao

Al =]A1U---UA,| =N(1) + -+ (n)
—N(1,2)—--+=N(n—1,n)
+N(1,2,3)4+---+N(n—2,n—1,n)

+ (=1)"IN(1,...,n).

De forma semelhante, o nimero de elementos de X que ndo tem qualquer propriedade
D1, ..., pn € dado pela expressao

|IX\ A =|X|-N(1)+...N(n)
+N(1,2) —--- = N(n—1,n)
- N(1,2,3)+---+N(n—-2,n—-1,n)

+ (=1)"N(1,...,n).




Capitulo 3

Agrupamentos e ldentidades
Combinatorias

Neste capitulo, veremos situagoes em que faremos escolha de mais do que um item de entre
uma populacao finita, na qual cada item é unicamente identificado. De facto, estaremos
interessados em responder ao tipo de pergunta que se segue:

De quantas maneiras podemos escolher k elementos de uma coleccao de n elementos?

Tal dependera, de forma 6bvia, do que consideramos «diferente»... Podemos repetir elemen-
tos? A ordem destes elementos interessa?

Em termos de nomenclatura, falaremos de arranjos quando a ordem dos elementos interessar

e de combinag6es quando a ordem nao interessar.

3.1 Permutacoes e Arranjos

Definicao 3.1.1. Um arranjo com repetigcao de n elementos k a k é uma «maneira»
de escolher £ elementos entre n com repeticao e dependente da ordem, ou seja, uma
funcao do tipo

fAL .k —{1,...,n}.

E usual denotarmos o ntimero de arranjos com repeticdo de n elementos k£ a k por

A"(n, k).

De acordo com a definigdo imediatamente acima, f(1) serda a primeira escolha, f(2) sera a

segunda escolha, e assim por diante ...

No entanto, devemos ver que existem n possibilidades de escolha para f(1), da mesma forma
que existirdo n possibilidades para f(2) (uma vez que estamos a considerar as repetigoes).
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O mesmo se passard até f(k). Desta forma, e por aplicagdo do Principio da Multiplicagao
(visto anteriormente),
A"(n k) =nx---xn=n"
—_——
kvezes

Nota 3.1.2. Para cada n € N, A”(n,0) = n® = 1. Em particular, A”(0,0) = 0° = 1.

Exemplo 3.1.3. Suponhamos que fazemos a pergunta «Qual é o dia da semana do seu
aniverario» a 6 pessoas. O nimero de respostas possivel, de acordo com o conceito que
acabdmos de definir, é dado por A"(7,6) = 75 = 117649.

Exemplo 3.1.4. Suponhamos que se encontra ao nosso dispor um ntimero ilimitado de bolas
vermelhas, azuis e verdes. Sabendo que as bolas da mesma cor sao indistinguiveis, de qual
serd o numero de sequéncias que podemos formar com 57

De facto, o problema pode simplesmente traduzir-se na contagem das possibilidades de
formar k = 5 escolhas em {e,e, o}. Desta forma, serd possivel formar A"(3,5) = 3° = 243
sequéncias.

Defini¢ao 3.1.5. Um arranjo sem repetigao (ou arranjo simples) de n elementos
k a k é uma «maneira» de escolher k elementos entre n sem repeticao e dependendo da
ordem, ou seja, é uma funcao injectiva do tipo

fAL .k} —{1,...,n}.

Aqui, denotaremos o niimero de arranjos sem repeticao de n elementos k a k por A*(n, k).

Neste caso, e contrariamente aos arranjos com repeticao, exisitrao n possibilidades de escolha
para f(1), mas apenas n — 1 possibilidades para f(2) (uma vez que f(2) # f(1)). Assim, e
por aplicagao do Principio da Multiplicagao Generalizado, temos que

As(n,k):n~(n—1)-(n—2)~-~~~(n—k—i—l):m.

Nota 3.1.6. Existem certos casos dos arranjos sem repeticao a que devemos prestar alguma
atencao, nomeadamente:

e Me€Nek=0): A5n,0) =2 =1;

n!
e (neNek>n): A%(n, k) =0;

e (meNek=n): A%(n,n) = (nﬁ!n)! = 8—!! =nl.

O 1ltimo caso apresentado merece um certo «destaque adicional». De facto, os arranjos
simples A*(n, n) designam-se por permutacoes simples (e podem ser interpretadas como
funcoes bijectivas {1,...,n} — {1,...,n}).
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Exemplo 3.1.7. De acordo com o conceito agora introduzido, torna-se extremamente facil
calcular o nimero de formas distintas de sentar k pessoas retiradas de um grupo de n pessoas
num banco corrido. De facto, a resposta serd A*(n, k).

No entanto, se ao invés de um banco corrido tivermos uma mesa redonda, devemos ter em

conta que as rotagoes de uma mesma configuracdo nao geram formas distintas. Neste caso,

, . . . , As(nk
o numero de maneiras diferentes de sentar as tais k pessoas é dado por %

Exemplo 3.1.8. Vamos calcular o nimero de alinhamentos possiveis de 12 escuteiros de tal
forma que dois deles (fixos) sejam sempre vizinhos um do outro.

Consideremos A e B como os escuteiros fixos e retiremos A do grupo. O ntmero de alinha-
mentos possiveis dos restantes 11 sera dado por 11! = 39916800. No entanto, em cada um
destes alinhamentos, podemos inserir A ou a esquerda de B, ou a direita de B; portanto, o
numero total de alinhamentos sera dado por 2 x 11! = 79833600.

Exemplo 3.1.9. Vamos calcular a soma de todos os ntimeros obtidos por permutacoes dos
digitos 23456789.

Sabemos que, no total, existirao A%(8,8) = 8! = 40320 parecelas na soma. Se considerarmos
agora uma qualquer posicao fixa dessas parcelas, sabemos que exactamente é delas tém cada

A°(8,8)
e =

um dos 8 digitos dados nessa posi¢ao; i.e., 7! = 5040 parcelas. Desta forma, a soma

dos digitos nesta posicao é
50402 +3+4+54+6+7+8+9) = 221760.
Assim sendo, a soma total sera dada por

221760(1 4 10 4 10% + 10° + 10* + 10° + 10° + 107) = 221760(111111111) = 2463999975360.

3.2 Combinacodes

Defini¢ao 3.2.1. Uma combinac¢ido sem repeticdo (ou combinagio simples) de
n elementos k£ a k ¢ um subconjunto de k elementos de um conjunto de n elementos.
Denotarmos o niimero de combinagoes simples de n elementos k£ a k por (Z)
Em termos de calculo, é possivel vermos que existe uma certa relagdo entre as combinagoes

e os arranjos (ambos sem repeti¢ao):

<n>:AS(n,k) no(n—1) - (n—k+1) nl

k Ko k! " (n—k)IE!
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n

k
Caso tal nao aconteca, temos que (Z) = 0.

Nota 3.2.2. Apenas faz sentido calcular ( ) com a formula acima quando temos 0 < k < n.

k+m

km O conjunto

Exemplo 3.2.3. Vamos regressar ao Exemplo 2.3.3 e denotar agora por B

M| coincide com o ntimero de
k+m| _ (k+m\ _
km | — k -

das sequéncias bindrias com k uns e m zeros. Entao, |B
subconjuntos de k elementos de um conjunto de k+m elementos, ou seja, |B

(k—‘rm)'
De facto, fazendo X = {1,...,k 4+ m}, a fungao

fT{ACX||Al =k} — BT

k,m

1, 1€ A,
A— f(A) =x21... 254, onde x; =

tem inversa

LB [ACX | |Al =k}

k,m

X1 Lhgm — {zEX\azzl}

Exemplo 3.2.4. Sabendo que existem apenas 6 tipos diferentes de bilhetes da lotaria,
podemos pensar em quantas maneiras existem de comprar 3 bilhetes diferentes. De facto,
existirao (2) = 20 possibilidades.

Exemplo 3.2.5. Num grupo de 16 raparigas e 15 rapazes, quantos grupos de 5 pessoas

conseguimos formar com, pelo menos, 3 rapazes? Temos trés hipoteses em cima da mesa:

e 0 grupo tem 3 rapazes: (135) (126) = 54600;

e 0 grupo tem 4 rapazes: (145) (116) = 21840;

e 0 grupo tem 5 rapazes: (155) = 3003.

Para obtermos o total dos grupos, basta somarmos todas as possibilidades: 54600 + 21840 +
3003 = 79443.

Exemplo 3.2.6. Vamos considerar o conjunto dos tridngulos (com dngulos nao nulos) cujos
vértices sao os pontos mostrados na figura abaixo.
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Podemos perguntar qual serd o tamanho de um tal conjunto de tridngulos? A resposta nao
¢ muito complicada; basta pensarmos um pouco no problema.

Sabemos que nao podemos ter trés vértices colineares (uma vez que tal levara a tridngulos
com angulos nulos). No entanto, hd que ter (também) algum cuidado com o vértice que
pertence a interseccao dos eixos. Temos entao 3 casos a considerar:

« dois dos vétices pertencem ao eixo horizontal (sem intersecgdo) e o restante pertence

ao eixo vertical (também sem intersecgao): (g) (‘11) = 60;

« dois dos vétices pertencem ao eixo vertical (sem intersecgao) e o restante pertence ao

eixo horizontal (também sem intersecgao): (;1) ((f) = 36;

o um vértice é a interseccao dos dois eixos, outro pertence ao eixo horizontal, e o restante
a0 eixo vertical: (?) G‘) = 24.

Por 1ltimo, resta-nos somar as possibilidades: 60 + 36 4+ 24 = 120.

Exemplo 3.2.7. Para um truque de magia, pedimos a um colega que tire trés cartas de
um baralho classico com 52 cartas. Como sabemos, o nimero de maneiras distintas que de

obter essas trés cartas é dado por (532).

Alterando ligeiramente o truque, pedimos agora que o colega retire 3 cartas, mas que a
primeira nao seja do naipe # (caso tal ndo acontega, o colega repoe a carta ao fundo do
baralho e torna a retirar). As restantes 2 cartas poderao ser de qualquer naipe (#, &, { ou
Q). Quantos conjuntos distintos de 3 cartas podemos agora ter?

Atengao: Neste caso, ter {4, 6, 10} nao é diferente de ter {6, 10, 45}

A resolucao do problema passa por perceber que as tinicas escolhas que nao podem ocorrer
prendem-se a possibilidade do conjunto ser formado apenas por cartas do naipe #. Desta

forma, havera (532) — (133) = 21814 conjuntos distintos.
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Exemplo 3.2.8. Suponhamos um conjunto X de tal forma que |X| = z. Se adicionarmos
8 elementos a X, as possibilidades de escolha de 2 elementos de X aumentam em 11 vezes.
Quantos elementos tem X7

Bem, o primeiro passo para a resolucao sera traduzir o enunciado do problema em linguagem

(37 =)

Resta-nos entao resolver esta expressao:

— (z+8)(x+7)=1lz(z+1)

matematica. Desta forma, obtemos

— 22+ 15z+56 = 1122 — 11z
<« 1022 — 26z — 56 =0

<—— =4 \/.CE:—%.

Desta forma, concluimos que | X| = 4.

Teorema 3.2.9. Sejam n, k € N, com k < n. Entao:
1 () = ()

2. (Z) - (nil) + (Z:i) (supondo n, k > 0);

3. 3", (”) = on.

Demonstragao. Consideremos o conjunto X = {1,...,n}. Para o primeiro ponto do re-
sultado, basta verificarmos que a funcao

FA{ACX ||A|=k} — {BCX||Bl=n—k}
A AL=Xx\ A
¢ invertivel e, por isso, bijectiva.

Para o segundo ponto, vamos considerar X e um conjunto Y = X\ {n} ={1,...,n—1}.
Temos entao que

{ACKX|Al =k} ={ACX||Al=k n¢ AYU{AC X ||A] =k, n € A}
—{ACY [|A|=k}U{BU{Y|BCY, |B|=k+1}.

Por ultimo, vejamos ainda que (considerando X),

P(x) = J{AC X | |4 =)

=0
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={g}u{{l},... . {n}}u---UX,
onde as parcelas da uniao «exterior» sao dois-a-dois disjuntas. ¢

Nota 3.2.10. Podemos ainda fornecer demonstragoes puramente algébricas para os pontos
1. e 2. do resultado imediatamente acima. Para o primeiro basta ver que

(Z) " (n —nx!g)lk! - k;!(nni B (n—(n —Tli!))!(n — k) (n . k)

Para o segundo, por definicao de (”gl) e de (Zj) vem que

n—1 n—1 (n—1)! (n—1)!
( ’ >+<k—1> T 1= =Rk =)

_ (n—Dln—-k) (n—1)%

(n — k)k! (n — k)k!
(n=1Nk+n—k)
B (n — k)lk!

n! n
T (n—k)K (k)

Vamos agora recordar uma ferramenta de extema utilidade na combinatoéria: o triangulo de
Pascal. Como sabemos, este é uma matriz de nimeros triangular (infinita) que comega com
1 no topo e é normalmente construida por aplicagoes sucessivas da Identidade de Pascal:

(Z) = (”;1> + (Zj) Apresentamos abaixo as primeiras 7 linhas do tridngulo de Pascal.

G 6 6 60 6 I 5 10 10 5 1
G 0 66606 6 16 1520 15 6 1

Teorema 3.2.11. Consideremos v € R en € N. Entdo,
" In
(I+z)"=> ( >:vk
im0 \F
De forma mais genérica, para todos os a,b € R en € N,

(a+b)" =3 (Z) P (Z) a"kk,

k=0 k=0

Esta dltima é a conhecida formula binomial de Newton. O elemento (Z) (nimero
de combinagoes de n elementos k a k) € ainda dito coeficiente binomial.
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Demonstracdo. O primeiro ponto é de relativamente facil demonstracao se tivermos em

conta os argumentos combinatorios certos. Sabemos que

n vezes

l1+z)"=0+2)1+2)...(1+2)

=1-1...1
4+ x-1...1 l-z-1...1 R N
z do primeiro factor  x do segundo factor z do ultimo factor

+z-2z-1...1+2-1-2z-1...14+---4+1...1- -2

+x...x

Desta forma, existirao (”) = n factores com apenas um z, (g) factores com dois x’s, e

1
assim por diante. Pela comutatividade da multiplicacao e pela neutralidade do elemento

1 para esta operacao, podemos concluir que
" (n
(T+2)"=>"[ |2~
o \F

Relativamente ao segundo ponto do resultado, era possivel fazermos uma prova semelhante
a previamente apresentada, ou se pode deduzir a segunda féormula a partir da primeira

considerando (a + b)" = a™(1 + 2)" se a # 0. No entanto, vamos seguir um caminho

diferente (inducdo matemadtica). A primeira coisa a fazer sera verificar a base da inducao

(n=1,2):
1_ (Y o (1 ot e (1 1
(a+b) =a+b= ab’ + a’bt => a b
0 1 2\ i

2
(a+b)" =a®+2ab+ 1" = <2> a*t’ + <2> bt + <2> =3 <2> a .
0 1 2 k=0 k

Como hipétese de inducao, vamos admitir que a formula é valida para todos os nimeros
naturais até n (inclusive). O objectivo serd agora mostrar que esta ainda sera véalida para
n + 1. Entao, fazendo o passo de inducao,

(a+b)"" = (a+b)(a +b)"

n n—1 n n—212 n n—1 n
+<1>a b+<2>a b” + +<n_1>ab +b
I n

2

n— r+1br cee

=(a+0b)|a

a1+

(nil)ﬂ

()

ab™ + b
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Nota 3.2.12. Se fizermos x = 1 na primeira féormula do resultado acima, conseguimos

obter uma segunda demonstragdo (puramente algébrica) para o ponto 3. do Teorema
3.2.9 (21, (1) = 2.

Exemplo 3.2.13. O segundo, terceiro e quarto termos de uma expansao binomial (a + b)"
sao, respectivamente, 240, 720 e 1080. Vamos encontrar os valores de a,b e n.

Vejamos que
(1)a" b = 240
(3)am26? = 720
(3)a"2b* = 1080

b 6

Ao dividir a 2% equacao pela 1%, e a 3* equagao pela 2%, obtemos ; = —+ e g = 2(n9_2), 0
que nos leva a
0 ) — 5
n—1 2(n-—2)
Ora,
5\ ,5—1
a”b 240
(1)b == — 5a° = 160 — a=2,
a 4
e, por substituicao em g = %, atingimos b = 3.

Exemplo 3.2.14. Utilizando o Teorema Binomial, vamos mostrar que, se n € N, entao
6" —5n =1 (mod 25), ou seja, 6™ — 5n = 1 + 25k para algum k € N.

Consideremos a expansao que figura no enunciado do Teorema Binomial,

(14 z)" = Xn: (Z):ck

k=0

Tomando x = 5, obtemos

6":(1+5)”:]§<Z>5k:1+5n+25l(g)+5<Z> et <Z>5n—2]

se e somente se

6" —5n=1+25k onde k= || +5(" ) +--+(")52
2 3 n

Exemplo 3.2.15. Vamos encontrar os tltimos dois digitos do nimero 74,

Temos que

7400 — (72)200 — (50 _ 1)200
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200 200 200 200 200
= 50200 — 50199 4 ... 50% — 50
(0) (1) Tt 198 199 + 200

200 200 200
_ 2 198 197 . — 900 . 1
50 K 0 )50 (1 )50 + +<198>] 00 - 50 +

7400

Porque 502 e 200 sao divisiveis por 100, os ultimos dois digitos de serao «01».

Exemplo 3.2.16. Uma das muitas aplicacoes do Teorema Binomial na Analise Complexa
(e Real) é relativa a obtencao de férmulas para os senos e co-senos de dngulos miltiplos. De

acordo com a férmula de De Moivre,
cos(nd) + isin(nd) = (cos(d) + isin(f))".

Ao expandir o membro direito da equagao acima, obtemos

cos(nf) + isin(nf) = kz; KZ) cos™H(9)i* sink(e)] .

—_ i, Z‘4k+2 4k+3 _

b= 1, j4k+l =—lei

No entanto, porque 74 —i (para qualquer k € N),

devemos separar a soma em «duas partes» e tratar o caso par e impar de k separadamente.

) [(Z) o™ (0)7* sin’%e)] -y (“) (-1)

k=0 jean \J

k.

cos" () sin’ (0)}

+i ) (n) {(—1)021) cos" 7 (#) sinj(e)]
A partir daqui, chegamos a

cos(nb) = zn: (n) {(—1)% cos" () Sinj(e)} ,

jeaN

sin(nd) = i (n) {(—1)“51) cos" 4 (6) sinj(e)] .

jEAN+1

Exemplo 3.2.17. O ntimero de Neper (ou nimero de Euler) é, muitas vezes, tomado como
1 n
e = lim (1 + ) .
n—oo n
Ao aplicar o Teorema Binomial e expandir a férmula interior ao limite, obtemos

_ I\" . = (n\ 1
di (1) =43202<,€>M

k=0

No entanto, nao é directa a troca entre o operador limite e operador soma. Em verdade,
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tal s6 sera possivel devido a um «corolario» do Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, dito Teorema de Tannery, que passamos a enunciar:

Teorema 3.2.18 (Tannery). Dado um k € N, seja fr.(n) uma fungio de varidvel natu-
ral. Suponhamos que ezistem sucessoes (Ly)gen € (My)gen, onde cada My, € independente
de n, tais que lim, o fr(n) = Li e |fx(n)| < My, para todos os k,n. Se Y32 My for
convergente, entao

Him, > filn) angmfk ZLk
k=0

Tomando entao fi(n) = (Z)n% e L = % = M, podemos aplicar o resultado auxiliar acima

apresentado e concluir que

. \" . o= (n\ 1 > n\ 1 > 1 1 1
= (1) =2 (=S () =S a= g

%
k=0 n

Exemplo 3.2.19. A generalizagdo da Regra de Leibniz (regra para a derivada do produto de
duas fungoes) toma forma semelhante & do Teorema Binomial. De facto, para duas fungoes
n-diferenciaveis f, g, temos que

o =35 (0]
k=0 k

E possivel mostrarmos que tal férmula é valida ao aplicar indu¢ao matematica.

Como base da inducgao teremos o caso n = 1:

(fg)V = i (;) fARgW = f0=060) 4 A=D1 = g4 fo' = (fg)’

k=0
Como hipdtese de inducao, vamos admitir que a igualdade acima é valida para qualquer
natural até n (inclusive). Entao,

o [ ] E (e

k=0

= (7 n+1 k) (k) (n+1—k) (k)
S ()t (e

k=0 k=1

RS
o 3

)f (n+1) g 4 Z ( >f(n+1 k) g k) 4 zn: (k ﬁ 1) f(n+1fk)g(k) i (Z) fg(n+1)

k=1
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_(n+1 Fltn) g ~ (n+1 Flnt1=h) o(k) n+ 1) .t
(e R (T e (e

n+1
-y ("* 1) Flti=h) (0
k

Exemplo 3.2.20. Utilizando o Teorema Binomial, vamos mostrar que, para quaisquer ele-
mentos distintos a,b € N, ™ — " =0 (mod a — b), ou seja, a” — b" = (a — b)k para algum

ke N.

Vejamos que

= (b+ (a—1)) i()b”’“ — b)*

que é equivalente a escrever
n n S ok k . N\ on—k k—1
a"=b =) V" a—0) =(a—0b) > b" "(a —b) :
i \F o\
ou seja,

a" —b" = (a—b)k, onde k Z( bR (a — b)F!

v

Exemplo 3.2.21. O nosso objectivo agora serd encontrar uma férmula fechada para a soma
S k2

Comecemos por mostrar que
z”: (k) _n(n+1)
i\ 2

Prosseguindo por indu¢ao matemaética, admitimos como base da inducao teremos o caso
n=1 Yi, (’1‘“) = G) =1= w Como hipétese de indugao, vamos admitir que a

igualdade é valida para qualquer natural até m — 1 (inclusive). Entao,

£0-E010)

T2 oD

B (m—1)m B m(m + 1)
=Ty tmET
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O préximo passo sera ver que

$- @ _n(n+ 13)!(n— 0}

k=1
Prosseguindo novamente por induc¢ao matematica, admitimos como base da inducao teremos

ocason = 1. i, (g) = (;) =0= %. Como hipétese de indugao, vamos admitir

que a igualdade é valida para qualquer natural até m — 1 (inclusive). Entao,

656 )

_ m(m—1)(m —2) m!

B 6 * (m — 2)12!

- mm—1)(m—-2)  mm-1) m(m—1)(m+1)
B 6 + 2 N 6 ‘

E ainda possivel verificar que existem a,b € Z tais que k2 = a(’;) + b(f) De facto,

k! k! Kla(k — 1) + 20]
K= b — K=
“Ge—2m = (k —1)12!
kla(k —1) 4+ 2b]  ak* — ak + 20k
— k2= =
2 2
5=1 a=2
= =
2b—a __ 0 =1

Desta forma,

gjlkZ —ay (’;’) Ly @ _ 2n(n + é)(n— b n(n; 1)
1

)(n—1) N 3n(n+1) nm+1)2n+1)
6 6 6

A seguir vamos considerar combinagoes com repeticdao; intuitivamente, «maneiras» de es-
colher k elementos de {1,...,n} sem considerar a ordem mas agora admitimos repetigoes.
Para formular esta ideia formalmente, introduzimos o conceito de «conjunto com elementos
repetidosy.

Definicao 3.2.22. Seja X um conjunto finito. Um multiconjunto M em X é um par
(X,v)onde v: X — N.

Aqui interpretamos v(x) como «o nimero de repetigdes» de x ou «a multiplicidade» de z.
O ntmero Y, cx v(z) designa-se por tamanho de M ou ntimero de elementos de M ou
cardinalidade de M.
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Nota 3.2.23. Seja M = (X, v) um multiconjunto com X = {xy,...,x,}. Com a; = v(z;),

representamos o multiconjunto M da forma mais intuitiva por

_ [,m a o
M= {0, ...;2%} ou M={xy,...21,...,Tp,... Ty}
——— —_——
a1 vezes an vezes

Definicao 3.2.24. Uma combinacao com repeticao de n elementos k£ a k£ é um
multiconjunto de k£ elementos num conjunto de n elementos. O niimero de combinagoes

com repeticao de n elementos k£ a k denota-se por ((Z)) .

Um multiconjunto de k elementos em X = {xy,...,z,} podemos interpretar como a solugao
(v(z1),...v(x,)) da equacdo x; + - -+ + x, = k nas incognitas z1, ..., x,; vice versa, cada
solu¢do em N desta equacao defina um multiconjunto de k£ elementos. Tendo em conta os

Exemplos 2.3.3 e 3.2.3, obtém-se

Teorema 3.2.25. O niumero de combinagoes com repeticao de n elementos k a k € igual
ao numero de solucoes em N da equagdo x1 + - - - + x, = k. Portanto, se n > 0,

()= =-00)

Exemplo 3.2.26. Existem 56 possibilidades de combinar com repeticdo 5 elementos de
{1,2,3,4}. Neste caso, cada combinacio «njnsngnsns» € {1,2,3,4}> corresponderd a um
quadruplo (sq,...,S4), onde s; denota o nimero de vezes que i € {1,2,3,4} é escolhido.

A titulo de exemplo, «11431»=«13141»#«13443». Aqui, «11431» e «13141» corresponderao
a sequéncia (3,0, 1,1), enquanto que «13443» correspondera a (1,0, 2,2).

Exemplo 3.2.27. Consideremos a contagem de alguns langamentos de trés dados ctbicos
(regulares). Aqui, dois resultados serao ditos iguais se, independentemente da ordem, os

dados mostrarem as mesmas faces, i.e.,

- I

Quantos resultados diferentes existem?

De facto, existirao ((g)) = (6+§_1) = (g) = 56 resultados diferentes.

Exemplo 3.2.28. Vamos determinar o niimero de possibilidades de colocagao de 20 bolas

indistinguiveis em 5 caixas numeradas, com pelo menos duas bolas em cada caixa.
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Comecamos por colocar duas bolas em cada caixa. Depois, para cada uma das restantes
bolas, escolhemos uma das 5 caixas; i.e., fazemos uma sequéncia de 10 escolhas entre 5
elementos.No entanto, o resultado final é independente da ordem das escolhas (no fim, apenas
podemos observar quantas bolas estao em cada caixa).

Portanto, temos uma combinagdo com repeticao de 5 elementos 10 a 10:
5 5+10—1 14 14 14-13-12-11
= = = = =7-13-11 = 1001.
() =0 = (o) = () =05 mr s

Exemplo 3.2.29. Suponhamos que n + k pessoas querem comprar gelados que custam 13,

e que, entre elas, n pessoas tém uma moeda de 1$ e & pessoas tém uma moeda de 2$. Qual
o numero de maneiras de ordenar as pessoas na fila de tal forma que o vendedor de gelados
arranje sempre uma moeda para dar de troco quando tal é necessario (assumindo-se que,

inicialmente, o vendedor nao tem qualquer moeda)?

Comecemos por notar que o vendedor devera iniciar as vendas sem qualquer moeda na caixa,
o que implica que o primeiro cliente a comprar gelados tera de pagar com 1$. Seja entdo v =
(v1,...,Vn4k) & sequéncia das n + k pessoas que aparecem (por ordem) no estabelecimento.
Pelo anterior, temos v; = 1$.

Apds um qualquer ntimero de vendas, chega-se a conclusao de que, desde o inicio, nunca
poderemos ter mais pessoas a pagar com 2$ do que com 18, i.e., que a sequéncia v é «total-
mente equilibrada» (K < n). O nosso objectivo serd entdo calcular o nimero de sequéncias
totalmente equilibradas de comprimento n 4+ k. Vemos, com alguma rapidez, que o niimero
de sequéncias de n + k elementos que se poderd construir com n «uns» e k «dois» é dado
o () = (1)

No entanto, é mais pratico calcularmos o ntimero de sequéncias nestas condi¢oes que sao

nao totalmente equilibradas. Assim, se (ug,...,u,4x) for uma sequéncia complementar,

existird um indice 7 relativamente ao qual, na subsequéncia (uq, ..., u;), o nimero de «uns»
¢ inferior ao niimero de «dois». Sendo j o menor destes indices i, sabemos que sera impar e
que 1 < 5 <n+k—1. Considere-se entao uma funcao v definida no conjunto das sequéncias
complementares, tal que

P(ur, . Upsrk) = (3 — U1, .o, 3 — Uj, Ui, - o, Ungk)-

Vamos entao mostrar que ¢ é uma bijec¢do entre o conjunto [, das sequéncias comple-
mentares e as sequéncias de n + k elementos com n 4+ 1 «uns» e k — 1 «dois»:

e 1 estd bem definida: Seja u = (uq,...,u,sx) uma sequéncia complementar e j =
2r — 1, r € N, fazendo com que nos primeiros j digitos de u existam r «dois» e r — 1
«unsy». Entdo, nos primeiros j digitos de ¥ (u) teremos r — 1 «dois» e r «uns». Como

consequéncia, na imagem por 1 de qualquer sequéncia complementar, o niimero de
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«unsy cresce uma unidade, enquanto que o nimero de «dois» decresce uma unidade;
o que faz com que ¥(u) € L1k

Y é injectiva: Sejam x = (x1,...,ZTpsk) € Y = (Y1, ..., Ynsk) duas sequéncias comple-
mentares distintas e sejam j, e j, os valores de j, respectivamente, para x e y. Sem
perda de generalidade, podemos assumir que j, < j,. Dado que x # y, existird um

indice s tal que z, # y, e, adicionalmente

~ Se ji = j, entiio $(x), # Y(y)

— Se j, < jy, entao admitimos que s < j, e, consequentemente, ¢ (z)s # Y(y)s.
Em ambos os casos se conclui que = # y = (x) # ¥ (y)

1 é sobrejectiva: Seja u = (uy, ..., Uptk) € Inik, OU seja, u é uma sequéncia com n + 1
«uns» e k — 1 «dois». Seja t o menor indice para o qual, nos w primeiros digitos de wu,

temos menor nimero de «uns» relativamente ao nimero de «dois». Entao,

V(2 —up, . 2 — Uy Uiy e Unk)

¢ uma sequéncia complementar e chegamos ao resultado pretendido,

V(2 =gy 2 = Uy Upr gy ey Upgk) = (Ugy ooy Uik

Desta forma, o nimero de sequéncias complementares é igual a |[,,,|. Finalmente, e
n+k\ __
"=

n+k _ (n+k\ _ [(n+k ’ A . oo ,
( M ) e |k = (k_1> = (n +1)’ o numero de sequéncias totalmente equilibradas sera

uma vez que o numero de sequéncias de comprimento n + k com k «dois» é (

dado por

(H%>_<n+% (n+ k)! (n+k)!

n n+1 -

nlk! (n+ DIk —1)!
(n+k)!  (n+k)k
nlk! (n+ 1)n!k!

() () = () ),

o : : 2n 1
onde, no caso n = k, atingimos (n)n—Jrl =C,.

Mencionamos ainda algumas propriedade dos niimeros ((Z)) .

Teorema 3.2.30. Sejam n,k € N. Entao:

L) -1

2. Para k > 1, ((2)) = 0.

3 Pan>0ek>0, (2) = (") + (5).



3.2 COMBINACOES 71

Demonstra¢io. Seguramente ha um tnico multiconjunto em X com zero elementos (es-
colher v(z) = 0, para cada x € X) e ndo existe v: @ — N com >, ov(z) > 0. A
justificacdo da tultima propriedade é muito parecida da prova do Teorema 3.2.9: para
X ={x,...,x,}, basta observar que

{k-multiconjuntos em X} = {k-multiconjuntos em X com v(z,) > 0}

U {k-multiconjuntos em X com v(z,) = 0}.

Extensao do Teorema Binomial

Depois de abordarmos o Teorema Binomial (Teorema 3.2.11), é natural questionarmos o
que acontece quando, ao invés de considerarmos um parametro n € N, consideramos um
parametro a € R, ou o € C. A resposta ao problema é relativamente simples... ao invés de
considerarmos uma soma finita, consideramos uma soma infinita (em particular, uma série

de poténcias).

Numa primeira instancia, e antes ainda de chegarmos as séries, devemos comecar por gene-

ralizar o conceito de coeficiente binomial.

Definigao 3.2.31. Tomemos um « € C e k € N. Através da férmula multiplicativa
utilizada para os coeficientes binomiais, conseguimos obter o coeficiente binomial

generalizado (2) ,

K k!

(Z) (o) _ale=1)(a=2).. (a—k+1)

Teorema 3.2.32. A convergéncia da série binomial
1+z)*=) “ Tl
o \k

depende apenas dos valores que o e x tomam, nomeadamente:
1. Se |x| < 1, a série converge de forma absoluta para qualquer o € C.

2. Caso |x| = 1:
o Se Re(a) >0, a série converge de forma absoluta.

e Se —1 < Re(a) <0, entao a série converge (de forma simples) para x # —1

e diverge para x = —1.

« Se Re(a) < —1, a série diverge.

3. Se |z| > 1, a série diverge, a nao ser que o € N (neste caso, a soma é finita).
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Nota 3.2.33. Devemos ter em conta que, a nao ser quando a € N (caso em que o coeficiente
«desaparecey se o < k), existe uma relagao assimptotica deveras ttil relacionada com os

coeficientes binomiais generalizados. Se considerarmos a notacao de Bachmann-Landau,

(Z)lefiiéau+ou»

quando k — 00, o que é praticamente equivalente a definicao que Euler deu para a fungao

Gama,
k!k*

Ne) = i sy  Gx )

e implica (de forma quase imediata) as desigualdades

m__|fe)| o M
k1tRe(a) — k — Ek1+Re(a)’

para certas constantes positivas m e M.

Demonstracao. Vamos comecgar por demonstrar o ponto 1.. O objectivo passa por aplicar
o Teste do Quociente de D’Alembert e utilizar a identidade ( N ) = (O‘)O‘—_k com vista a

k+1 k) k+1°
mostrar que sempre que o ¢ N, o raio de convergéncia de (1 + x)* é exactamente 1.
—k
o |G| ()R a— k| _
(= khm ~| = khm - = | i

Tendo o imediatamente acima em conta, segue também a demonstracao do ponto 3..
Para obter a demonstragao do primeiro item do ponto 2., basta compararmos a desigual-
dade da Nota 3.2.33 com a série geométrica de ordem p,

oo 1 oo B
> o=k
k=1 k=1

Neste caso, sabemos que Y 77 ; m ird convergir se e s6 se o expoente p = 1+Re(a) > 1,
ou seja, se e s6 se Re(a) > 0.
Para o segunto item do ponto 2., devemos comecar por ver que, através da identidade de

Pascal, é possivel obter

" [« " fa+1 Q@
(1+x)z< )xk: > ( + >xk+ ( )x”“.

o \k s\ K n
Agora, e através do primeiro item do ponto 2. e da desigualdade da Nota 3.2.33, conse-
guimos chegar a convergéncia do membro direito da equagao acima (para Re(a) > —1).
Por outro lado, e novamente pela desigualdade anteriormente referida, sabemos que a série

nao ira convergir se |z| = 1 e Re(a) < —1. Alternativamente, podemos observar que, para

todo o 7,
a+1

J

Re(a+ 1)
J

-1 > 1.

>1-

()l =1

Assim, pelo desenvolvimento de (Z‘) como produto, temos que, para todo o k,
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Relativamente ao ultimo item do ponto 2., devemos utilizar a identidade acima com z = —1
e a — 1 em lugar de «, juntamente com a relacao assimptética dos coeficientes binomais

generalizados. Desta forma, conseguimos obter

i (Z)(—l)k = (a; 1) (=1)" = W(l +0(1))

k=0

quando n — oco. A assercao segue agora do comportamento assimptético da suces-

580 (N )peny = (e7198()) y (mais precisamente, )e*"‘bg(")‘ = e Re(@)1og(n) certamente

converge para 0 quando Re(a) > 0 e diverge se Re(a) > 0. Se Re(a) = 0, entdo

—Q

n~® = e~"m(@le) converge se e s6 se a sucessio Im(a)log(n) convergir (mod 27), o
que certamente sera verdadeiro se a = 0, mas falso se Im(a) # 0: neste tltimo caso, a

sucessao sera densa (mod 27), devido ao facto de log(n) divergir e de log(n + 1) — log(n)

convergir para 0). ¢

Nota 3.2.34. Embora tenhamos apresentado a expansao do Teorema Binomial para o caso
(1 4+ 2)*, devemos ter sempre presente que podemos transformar (1 + x)® em (a £+ b)* ao
tomar z = +2, com [b] < |al.

Exemplo 3.2.35. Ao particularizar o pardmetro «, conseguimos obter os seguintes casos

da expansao do Teorema Binomial:

[ ] Oé:_]_
1 _ = (-1 _ = (=Dk g
=(1+2) 122( >a:k1 SRESY x
1+z o\ k = k!
> (_1 kk,' 00
:Z( k)' Jik:Z(—l)ka
k=0 : k=0
=l—a+22—2+2—25+ ...
_1
s =3

:i(é)’“(—w’“(% 3)”xk:§( D12k = 3)1
k=0 k' k=0 Qkk'

o @ @ st

N 2 8 16 128
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Paridade dos Coeficientes Binomiais

Além do basico abordado sobre os coeficientes binomiais, existem ainda imensas curiosidades
que podemos analisar. A titulo de exemplo, podemos perguntar se é possivel determinar a
paridade de um determinado coeficiente binomial sem efectuar uma imensidao de calculos.
Ao analizar o Tridngulo de Pascal, conseguimos responder rapidamente a questao. Comece-
mos por observar que todas as entradas das linhas 1, 3 e 7 (e, em particular, de naturais da
forma 2" — 1) sao impares. Além disso, o nimero de nimeros impares que figura em cada
linha parece ser uma poténcia de base 2. Em termos historicos, a determinagao da pari-

dade dos coeficientes binomiais foi inicialmente estudada (de forma sistematica) por James
Glaischer.

Teorema 3.2.36. Consideremos n, k € N. Entdo,

) 0 ( mod 2), n par e k impar,

= (Ln/ 2
[k/2]

) ( mod 2), caso contrdrio.

Demonstracio. A prova deste resultado divide-se em 4 casos:

e« n par e k impar: Dado que n é par, fica claro que, para este caso, o valor do lado
direito da propriedade de absorcao

n n—1
k =n
é par. Sabendo que o produto k’(’;) também serd par, e que k é impar, segue de
forma automatica que (Z) é par, ou seja, que (Z) =0 (mod 2).
* mn, k pares: Vamos comecar por expandir o coeficiente binomial

()= o

nn—1)...(n—k+1)

k!
:(n—l)(n—3)...(n—k—|—1)_n(n—2)(n—4)...(n—k+2)
1-3:5...(k—=1) 2:4-6...k
:(n—l)(n—3)...(n—k—|—1)_n(n—2)(n—4)...(n—k‘+2)
1-3-5...(k—1) 22(1-2...k/2)
_(n=1(n- )..(n—k—i—l)‘2’“/2%(%—1)(@—2) (25E 1)
1-3-5... (k-1 k2(1-2.. . k/2)

m—1)(n-3)...(n—k+1) (n/2>
1-3-5...(k—1) k/2)

Desta forma,

1.3.5...(k’—1)<z>:(n—1)(n—3)...(n—k;—|—1)<:;§),
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pelo que se obtém, se n, k forem pares,

(£)= () = (22) oma

Vejamos que a primeira equivaléncia na férmula acima deve-se ao facto de que cada
um dos factores que precede os coeficientes binomiais é impar, além do facto de que
a multiplicagdo por um nimero impar nao alterar as paridades. Por outro lado, a
segunda equivaléncia deve-se as igualdades n/2 = |n/2] e k/2 = |k/2] quando n, k
sao pares.

e n,k impares: Assim como no primeiro ponto, vamos comecar por considerar a

()=o)

Dado que n, k sdo ambos impares e que a multiplicacdo por impares nao altera a
paridade, conseguimos concluir que

()= o

Além disso, e porque n — 1 e k — 1 sao ambos pares, segue pelo segundo ponto da

()= (1) = (22 o

« n impar e k par: A simetria dos coeficientes binomiais implica que

o)) e o))

Segue entao, por aplicagao da propriedade de absor¢ao em (n — k)( " ) = n( nl ),

o) {1)

Dado que n — k e n sao ambos impares, temos que

()=

e, por aplicacdo do segundo ponto, que

(- (2= () omn

Por tltimo, resta-nos apenas ver que, porque n é impar, |(n —1)/2| = [n/2].

propriedade de absor¢ao

demonstracao que

que

¢

Um «procedimento» simples para o calculo da paridade de um coeficiente binomial é a
aplicacao sucessiva do Teorema 3.2.36, ou até que o indice superior seja par e o indice
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inferior impar, ou até que o indice inferior seja 0.

Exemplo 3.2.37. Sao aqui apresentados os dois tipos possiveis de finalizagao do «procedi-

mento» acima descrito.

()= 3) = (2)= (£) o o
(0)=(5)= ()= ()= () =1

Para vermos que o nimero de coeficientes binarios impares numa linha do tridngulo de Pascal
¢ uma poténcia de base 2, basta observarmos que, em base binaria, a operagao inteira

n+— |n/2|

corresponde ao apagar do bit mais a direita. Vejamos também que o primeiro ponto do
Teorema 3.2.36, (onde n é par e k é impar) é discernivel por um bit 0 na extremidade
direita da representacao bindrio de n (e um bit 1 na extremidade direita para k). Se o
«procedimento» utilizar representacoes bindrias, entao o «apagar» de bits mais a direita é
desnecessario. Nesse caso, serd possivel alinhar as representagoes (n e k) a direita e corré-las
(para a esquerda), de maneira a verificar se existe algum bit 0 em n imediatamente acima
de um bit 1 de k.

Vamos tornar as questoes mais praticas e considerar os niimeros

n = 165,90 = 101001015,
k = 9310 = 010111015.

Ao percorrer os nimeros da direita para a esquerda, vemos que a primeira ocorréncia de um
0 na representacao de n acontece no 2'-bit. Como existe também um bit 0 imediatamente
abaixo (na representacao de k), o «procedimento» continua. O préximo 0 de n situa-se no
23-bit, sendo que neste caso, haverd um bit 1 abaixo deste (na representagao de k). Aqui, o

«procedimento» termina é chegamos a conclusao de que (17633) = 0 (mod 2).

Ao analisar ainda os binarios alinhados

n = 7510 = 10010112,
k =11;p = 00010115.

observamos que apenas existem bits 0 (na representagdo de 11) abaixo de cada bit 0 na

representacao de n. Desta forma, concluimos que (ﬁ) =1 (mod 2).

Proposicao 3.2.38. O nimero de coeficientes bindrios impares na n-ésima linha do
Triangulo de Pascal é 2", onde w é o numero de uns que figuram na representagdo

bindria de n.
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Demonstracao. Para que o coeficiente binomial (Z) ser impar, sabemos que deverao existir
bits 0 na representacao de n que estao na mesma posi¢ao da representacao de k. Contudo,
se existir um b7t 1 na representacao de n, é indiferente o que poderd aparecerm em k.

Se existem w bits 1 na representacao de n, entao existirao 2% valores para que k satisfaca

a regra dos bits 0. ¢

Corolério 3.2.39. Se um natural n for da forma 2¥ — 1, entdo todos os coeficientes

binomiais da n-ésima linha do Triangulo de Pascal sao impares.

Demonstragio. Nao existem zeros na representacdo binaria de um natural da forma 2% —

1. ¢

3.3 Permutacoes e Multinémios

Embora tenhamos introduzido anteriormente as permutagoes e as combinagoes simples, falta
ainda atingir o mesmo conceito tendo agora em conta a (possivel) repeticdo de elementos.
Para termos uma nocao do que nos espera, pensemos no seguinte problema...

«Quantos numeros de telefone da rede fixa podem ser atribuidos com dois 2

(incluindo ja o 2 inicial), quatro 3, dois 6 e um 97»

Devemos comecar por ver que os numeros terao a forma 2 — — — — — — — — ; ou seja, que
teremos 8 lugares para «permutar 2,3,6 e 9 com repeticao». Para obtermos o niimero de

tais «permutacoesy, aplicamos o seguinte raciocinio:

entre os 8 lugares, escolhemos o lugar do 2;

de entre os restantes 8 — 1 = 7 lugares, escolhemos os 4 lugares onde deve estar o 3;

de entre os restantes 7 — 4 = 3 lugares, escolhemos os 2 lugares onde deve estar o 6;

por ultimo, restam 3 — 2 = 1 lugares para o 9.

Desta forma, o nimero total de possibilidades é dado por:

8\ (7\(3\(1\ 8-7-6-5-4-3-2-1 8l a0
1/\4/\2/\1) 1!-4!.921.1! o401 T

Definigao 3.3.1. Seja M = (X, v) um multiconjunto de tamanho n. Uma permutagao

de M (ou permutagao com repeti¢ao) é uma sequéncia s = (z1, ..., x,) de elementos

de X tal que cada x € X ocorre v(x) vezes em s.

Com um argumento semelhante ao argumento do exemplo acima, obtém-se logo:
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Teorema 3.3.2. O nimero de permutagoes do multiconjunto {z7*, ..., x*} de tamanho

n é
n!

nyl- ol

Exemplo 3.3.3. Pelo nosso exemplo acima, o nimero de permutacoes do multiconjunto
{2,3,3,3,3,6,6,9} de 8 elementos é

8l

a0

Exemplo 3.3.4. Pensemos numa palavra com 22 letras ... «otorrinolaringologista». Ao
fazer uma analise da frequéncia das letras que ocorrem nesta palavra, conseguimos obter o
histograma abaixo indicado. Assim, sabemos que existem 5 ocorréncias da letra «o», 3 da
letra «i», 3 da letra «r», 2 da letra «n», 2 da letra «l», 2 da letra «t», 2 da letra «a», 2 da
letra «g», e que a restante letra («s») apenas ocorre uma vez. Desta forma, o nimero de

palavras que podemos formar com as letras de «otorrinolaringologista» (contando o nimero

22
533222221/

de repeticoes) é dado por

il PARRR.

0 i r n | t a S

O coeficiente binomial (') pode-se interpretar como o nimero de maneiras de dividir o con-
k

junto {1, ...,x,} de n elementos em duas categorias Cy e Cy com k elementos na categoria

C (e consequentemente n — k elementos na categoria Cs). Generalizamos agora esta ideia

para um numero arbitrario de categorias.

Definicao 3.3.5. Seja X um conjunto de n elementos e sejam ny, no, ..., n; nimeros
naturais com ny + ng + -+ + ni = n. O ntmero de sequéncias (Aj, As, ..., Ag) de k
subconjuntos de X dois a dois disjuntos e com |A;| = n;, i = 1,...,k, designa-se por

coeficiente multinomial e denota-se por

n
nyng ... Nng)
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Teorema 3.3.6. Seja X um conjunto de n elementos e sejam ni,na,...,Ng NUMEros
naturais, com ny + ny + - - -+ n, = n. Entao,

n _ n!
nyNg ... N _nl! ..... nk'

Demonstracao. Sem perda de generalidade, comecemos por escolher os n; elementos que
vao compor A;. Neste caso, sabemos que temos (1?1) possibilidades. Seguidamente, faze-

mos a escolha dos ny elementos de A, (ndo esquecendo que esta terd de ser feita dentro dos

n—mni
n2

os elementos de As. Se procedermos do mesmo modo até atingirmos o subconjunto Ay, e

n — ny elementos que restam). Desta forma, existirao ( ) possibilidades para escolher

através do Principio da Multiplicagdo Generalizado, obtemos

n n—mng n—m; —nNg — - —Nk_1
- - -

nn—1)...(n—ny —1)...1 n!
nl‘nk‘ - n1! ~~~~~ nk'

¢

Nota 3.3.7. Existem alguns casos particulares dos coeficientes multinomiais que merecem

destaque:

. n
-Sem:---:nkzl,entao< >:n!;
ni no T

e Se k =2, entao o coeficiente multinomial ( ) torna-se no coeficiente bino-

) n
mial < ) .
ni

nyn—nyg

Teorema 3.3.8. Consideremos ay,...,a; € R e n € N. Entdo,
n e ni n2 Nk
(a1 4as+-+a)"' = > attay? .. .ay
N1t tnp=n ny ... Ng

=2l )

ni+-4np=n 1<i<k

Demonstracio. A ideia por tras desta demonstracdo passa por desenvolver o produto
apresentado, (a; + - -+ + ax)™, nos n factores do tipo (a; + -+ + ax). Ao proceder de tal
forma, obteremos termos da forma ai'...a;*, com ny + ...n; = n, que correspondem
a escolha de a; em n; dos factores, de ay em nsy factores, e assim por diante. Nestas

condicoes, e por definicao de coeficiente multinomial, conseguimos concluir que existirao

( " ) termos da forma af' ...a.*. ¢
ni ... ng
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Exemplo 3.3.9.

3 Yy (3 \s (3
b 3 _ 3 bd 3
(a+b+o) <300>“+<O30> +(003)C
3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2
b b b b
+<210>a +<201)“C+<120>a +<021> ““li02) Tlo12)”
3
—i—(lll)abc

Exemplo 3.3.10. A generalizacao da Regra de Leibniz vista no Exemplo 3.2.19 pode ser

ainda estendida ao produto de m fungoes. De facto, para fungoes n-diferenciaveis fi, ..., fi,
temos que

ni+-+nm=n 1<i<m

Exemplo 3.3.11. Vamos determinar o coeficiente de a?b*d na expansao de (3a+5b—2c+d)".

Comcecmos por ver que um termo geral da expansio de (3a + 5b — 2¢ + d)” serd da forma

( 7 )(3a>m(5b>"2(—26>”3d"4=

1 Mg N3 Ny

com n, + ny + ns3 + ng = 7. Para atingirmos o termo a’b*d, deveremos entdo ter n; = 2,

ny =4, n3 =0eny =1, 0 que nos leva até

(2 470 1> (3a)?(5b)*(—2¢)°d" = 2!4,!7(!)!1!(9a2)(625b4)d

= 105(5625)a’b*d
= 590625a2b*d.

Desta forma, concluimos que o coeficiente pedido é 590625.

Exemplo 3.3.12. Vamos determinar o coeficiente de z%* na expansio de (1 — 2x + 322 —

. :c5)5.

Como explorado anteriormente, o termo geral da expansio de (1 — 2z + 3z — 2% — 2°)° serd

(i e g (0 (20 B e )

TL1 Mg Mg Ty Ny

com ny + ng + n3 + ny +ns = 5. Para o célculo do coeficiente de 223, teremos de tomar
N9 —+ 2713 + 4714 + 57’L5 = 23
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Nao serd muito dificil verificar que a tinica solu¢do nao negativa para as equacoes acima é
dada pelo tuplo (nq,n2,ng,n4, ns) = (0,0,0,2,3). Desta forma,

(0 0 (5) 2 3) (1)°(=22)°(32%)"(=2")*(=2")" = — (253> ——10.

t20

Exemplo 3.3.13. Vamos tentar determinar o coeficiente de t*° na expansdo de (t3 — 3t* +

7t + 1)1

Comegamos por ver que um termo geral da expansio de (t3 + 3t% + 7t + 1)!! sera da forma

( 1 )<t3>"1<—3t2>"2<7t>"3<1)“4,

Ny Ng Ng Ny

com ny +ns +nz+mn4 = 11. Para o coeficiente de t?°, teremos de tomar 3n; 4 2ns +ng = 20.
Vejamos que podemos entao escrever ny = 20—2ny,—3n, e ng = 11—ny—ns—ng = 2n1+ny—9.
Desta forma, o coeficiente sera dado pela soma

Z ( 11 ) (_3)n2720—2n2—3n1

n1,n2>0 ni, na, 20 — 2”2 — 37”1,1, 2n1 + ng — 9

de tal forma que 2n, + 3n; < 20 e 2ny +ny > 9.

ng

ni

E possivel verificar que existirdo exactamente 19 possibilidades para formar pares (n1,n2)
nas condigoes acima indicadas. As tabelas 3.1 abaixo resumem a informacao necessaria
acerca desses tuplos. Ao efectuar a soma dos produtos entre os elementos das duas ultimas
colunas, atingimos o resultado pretendido, i.e., que o coeficiente do termo #2°

€ —T7643472342.

nesta expansao
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Tabela 3.1:
ny N 20 — 2ny — 3ny (m’n2’2072n2i§m72m+n279) (—3)n2720-2n2—3m
0 10 0 11 59049
0 9 2 55 —964467
1 8 1 990 45927
1 7 3 1320 —750141
2 7 0 1980 —2187
2 6 2 13860 35721
25 4 6930 —583443
3 5 1 27720 —1701
3 4 3 46200 27783
3 3 5 9240 —453789
4 4 0 11550 81
4 3 2 69300 —1323
4 2 4 34650 21609
4 1 6 2310 —352947
5 2 1 27720 63
5 1 3 27720 —~1029
5 0 5 2772 16807
6 1 0 2310 -3
6 0 2 4620 49

3.4 Identidades Combinatorias

Nesta préxima seccao vamos explorar, como o proprio nome indica, algumas identidades
combinatorias que podem ser obtidas pelos coeficientes binomiais (e até multinomiais). Ao
invés de as formularmos como teoremas, vamos apresnta-las (de forma mais simples) como

exemplos.

Exemplo 3.4.1. Para todos os n,m € N, temos que
i E\  (m+1
=\n) \n+1)

Prova Algébrica: Vamos proceder por inducio sobre m. Como base da induc¢ao teremos

ocason = 0: EZ:O (2) = (8) =1= G) Como hipédtese de indugdo, vamos admitir que a
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igualdade é valida para qualquer natural até m — 1 (inclusive). Entao,
[k 1k m+ 1
SO =S () ("
k=0 \" k=0 \"
(k ) (%)
m+1
kE+1
m+1

Prova Combinatdéria: Comecemos por ver que o coeficiente binomial (n +1) ¢ igual ao
tamanho do conjunto Y = {A C {1,...,m+ 1} | |[A] = n+ 1}, i.e., que o membro direito
da igualdade corresponde a cardinalidade de Y. Agora, e para cada k € {n,...,m}, vamos
considerar os subconjuntos de Y da forma Y, = {A C Y | max(A) = k+1}. E relativamente
facil ver que Y = U, Y; e que |Y;| = ( ) uma vez que para obtermos os subconjuntos de
Y}, basta fixarmos k + 1 e determinar todas as combinagoes de n elementos de {1,...,k}.

Tendo ainda em conta que k < n implica (1’2) = 0, concluimos o pretendido.

Como exemplo, temos abaixo representado o caso para m =5en = 1:

Exemplo 3.4.2. Consideremos n, m, ¢ € N. Vamos demonstrar a identidade (convolugao)

60" - ()

Prova Algébrica: Se tivermos alguma atencdo, a soma presente no membro esquerdo na

de Vandermonde:

identidade é igual ao coeficiente de z* no membro esquerdo da equacio (1 + z)*(1 + z)™ =
(14 x)™*™. De forma semelhante, o coeficiente presente no membro direito da identidade é
igual ao coeficiente de z° no membro direito da equacdo (1 + 2)*(1 + )™ = (1 + z)™*".
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Prova Combinatéria: Suponhamos que existem n + m objectos num conjunto, n deles
azuis e m deles vermelhos, e que vamos escolher ¢ objectos. Este nimero de escolhas é
representado no membro direito da igualdade.

O numero de maneiras de selecionar k objectos azuis e ¢ — k objectos vermelhos é dado

pelo produto (Z) (sz>5 desta forma, a soma de todos estes produtos, que figura no membro

esquerdo da identidade, devera ser igual a expressao do membro direito.

Nota 3.4.3. Se atentarmos na identidade (convolugao) de Vandermonde e particularizarmos
n = m = k, conseguimos obter outra identidade binomial conhecida:

G500 -S0O0-56)

Exemplo 3.4.4. Vamos verificar mais uma propriedade das somas diagonais do tridngulo

kz;(nzk> _I;(n;rk) _ (nZiJ{1> _ (n+:+1>

Prova Combinatéria:

de Pascal:

Como exemplo, temos abaixo representado o caso parar =4en = 1:

Exemplo 3.4.5. Vamos demonstrar a propriedade de absorgao ligada aos coeficientes bi-
nomiais, i.e., que para 0 < k <n se tem

()=o)
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Prova Algébrica: Basta seguirmos por definicao dos coeficientes binomiais,

()=

n-n—1)-- (n—Fk+1)
- (k=1
 (n=1)---- (n—Fk+1)
- (k —1)!

- (n—1)!

Prova Combinatoéria: E apenas necessario observar que k (2) pode ser dado como o niimero
de maneiras de escolher k pessoas entre n e, posteriormente, dessas k, escolher 1. Claramente,
tal processo é equivalente a escolher primeiro 1 pessoa entre as n e, unicamente apos, escolher

. -1
k — 1 pessoas de entre as n — 1 que restam, i.e., n(Zq)‘

Nota 3.4.6. A partir da propriedade de absorcao, conseguirmos provar uma outra relacao

n
k

(1) 51 () (1Y) - (1) B () e

Exemplo 3.4.7. Vamos demonstrar a identidade dos subconjuntos para os coeficientes

entre os coeficientes binomiais. De facto, >j_, k( ) =n2""! uma vez que

binomiais, ou seja, que para quaisquer 0 < k£ < m <n se tem

() ()= GG

Prova Algébrica: Basta seguirmos por definicao dos coeficientes binomiais,

(Z) (71?) ~(n —7:7!1)!m! “(m j11!@)!/{!

n!
(n—=m)!(m — k)k!

B n! (n —k)!
T =k (n—m)(m— k)

W)

Prova Combinatéria: E apenas necessario observar que (;:L)(k) pode ser dado como

o nimero de maneiras de escolher m pessoas entre n, e posteriormente k dentro das m
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previamente escolhidas. Claramente, tal processo é equivalente a escolher primeiro as k tais
pessoas e, s6 depois de tal ser feito, escolher as restantes m — k pessoas entre as n — k que

restam, ou seja, (Z) (;;’Z)

Exemplo 3.4.8. Para cada n,nq,...,n; € N de tal forma que n; +---+ng = n, é vilida a
seguinte igualdade:

Prova Algébrica:

((m - f);;... nk> * (m (nQn—_nl... nk> o (m ng n_(ik - 1))

(n—1)! (n—1)! . (n—1)!
(ng — Dlng...ng!  nql(ng — 1)1 my! nilng!. .. (ng — 1)!
(n—1)Iny N (n—1)Ing (n —1)Iny
(ni!lng...ng!  nylng! .. ny! nilng! ... ny!
(n—1DYny+ng+---+ng) n! B n
nylng! .. ny! el oong! \mg ng)
Prova Combinatéria: No que se segue, chamamos uma sequéncia (A, ..., Ax) de sub-
conjuntos de um conjunto finito X = {1,2,...,n} dois a dois disjuntos e com |A;| = n;

(e € {1,...,k}) partigdo de X do tipo (nq,...,ng).
Por definicao, (m " nk) ¢ o numero de elementos do conjunto
{parti¢oes (A1, ..., Ax) de X do tipo (nq,...,n)}.

Podemos representar este conjunto como a unido (dois a dois disjunta) dos seguintes con-

juntos:

O conjunto das sequéncias (ByU{n}, By, ..., By) onde (By, Bs, ..., By) é uma partigao
de {1,...,n — 1} do tipo (ny — 1,ng,...,ng);

O conjunto das sequéncias (By, BoU{n},..., By) onde (By, Bs, ..., By) é uma partigao
de {1,...,n— 1} do tipo (ny,ny — 1,...,n);

« O conjunto das sequéncias (B, B, ..., ByU{n}) onde (By, Bs, ..., Bi) é uma partigao
de {1,...,n — 1} do tipo (n1,ng,...,ng — 1).
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Logo,







Capitulo 4

Recorréncia e Funcoes Geradoras

Sao muitos os exemplos de recorréncia nas defini¢oes de fungoes e expressoes combinatorias.
E caso para dizer que o desenvolvimento dos préprios sistemas numéricos estabelece as bases
para o surgimento das recorréncias na Matematica. Neste capitulo, vamos apresentar um
tratamento mais sistematico destas questoes, onde o objectivo final serd o de encontrar
expressoes fechadas para funcgoes definidas recursivamente - sempre que possivel. Vamos
comegar por nos concentrar nas equagoes de recorréncia lineares, passando depois ao caso
nao linear. Numa ultima sec¢do, vamos abordar as fungdes (e séries) geradoras e as formas

como estas podem ser utilizadas para resolver recorréncias.

Torres de Hanoi

origem auxiliar destino

O problema em maos prende-se com o mover n discos de um pino «origemy» para um pino

«destino», com a ajuda de um pino «auxiliar», de modo a que:
 apenas um disco possa ser movido a cada passo (iteragao)
o um disco maior nunca possa ficar sobre um disco menor.

Reza a lenda que, no templo hindu de Kashi Vishwanath, havia uma sala com uma torre de
64 discos de ouro (assentes sobre um pino «origem») e mais duas estacas (pinos «auxiliar»
e «destino») equilibradas sobre uma plataforma. Os monges desse templo haviam sido
ordenados, pelo deus Brama, a mover todos os discos até a iltima estaca. Segundo a lenda,
quando todos os discos fossem transferidos, o mundo desapareceria. Temos de nos preocupar

com tal situagao?

Se, para n discos (digamos, com n € N), denotamos por a, o menor nimero de passos

necessarios para mover esses n discos até ao pino «destino», qual sera o valor de ags?
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Neste caso, é mais facil pensar de forma recursiva:
e se n = 1, basta mover o disco directamente do pino «origem» para o pino «destino».
e sen > 1, entao:

— movemos os n — 1 primeiros discos para o pino «auxiliary (utilizando o pino
«destino»)

— movemos o ultimo disco para o pino «destino»

— movemos os n — 1 discos do pino «auxiliary para o pino «destino» (utilizando o
pino «origemy).

Logo, podemos concluir que a, = a,_1 + 1+ ap_1 = 2a,_1 + 1.

Como veremos mais a frente, caso a lenda fosse verdadeira e os monges fossem capazes
de mover um disco por segundo, usando o menor nimero de movimentos, seriam precisos
264 — 1 segundos (aproximadamente 585 bilides de anos) para o mundo desaparecer (cerca

de 42 vezes mais comparativamente & idade estimada actual).

Nuameros de Fibonacci

Os famosos numeros de Fibonacci
1,1,2,3,5,8,13,21, ...

sao os termos da sucessao (F,),en que tem condigbes iniciais Fy = 0 e F} = 1 e satisfaz a
regra F, .o = F, 1 + F,,, para todo o n € N.

/o
=]

Embora os nimeros de Fibonacci sejam completamente determinados pelos primeiros dois
termos (Fy e F), ndo serd de facil calculo, por exemplo, F312493741, dado que, por defini¢do,
é necessario calcular primeiro F3i9493740 € F310493739, € para isso precisamos de F310493738 €

F310493737, ... € assim sucessivamente até Fy = F + Fy.
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Estes ntimeros aparecem nos mais variados contextos, mas uma das primeiras aparigoes,
presente no «Liber Abaci» de Fibonacci (publicado em 1202), prende-se, de forma muito
interessante, com o estudo do crescimento de populacoes de coelhos:

Exemplo 4.0.1. Numa populacao coelhos existem animais adultos (que podem ter descen-
dentes) e animais jovens (que ainda ndo podem ter descendentes). Suponhamos que

 cada par de coelhos adultos tem um par de descendentes (necessariamente jovem) no
final do més,

e depois de um més, um coelho jovem passa a ser um coelho adulto,
« sendo vegetarianos, os coelhos vivem «eternamentey.

No que se segue, a,, denota o nimero de pares de coelhos adultos e b, o nimero de pares
de coelhos jovens no final do més n. Comegando com um par de coelhos jovens, qual é o
numero ¢, = a, + b, de pares de coelhos? Por hipdtese, ag =0, by =1, a1 =1, by =0 e,
paran > 1,

(p = Ap—1 + bn—l € bn = Gp—1.

Portanto, para n > 2, a,, = a,_1 + a,_2; € ¢, = a, + b, satisfaz

co=1 =1, cp=ch1+cna (n>2).

A titulo de exemplo, vamos determinar a soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci.

Utilizando o facto de F,, = F,,;1 — F,,_1 (para n > 1), podemos calcular

n—1 n n—2
> Fi=FR+(F-FR)+(F-F)+ - =F+> F,—Y F=F,+F,_1—-1=F, -1
k=0 k=2 k=0
4.1 Equacoes de Recorréncia
Definicao 4.1.1. « Uma equacgao de recorréncia (ou relagdo de recorréncia)
é uma equacao da forma
Ty = f(na Tp—1,Tn—2,--- >$n7k)7 (411)

comn € N, para n > k.

o A equacao de recorréncia anterior diz-se de ordem k ou que tem profundidade

k (supondo que f depende da tltima varidvel).

o Uma sucessao (a,)nen diz-se solugao de (4.1.1) quando os seus termos satisfazem
a equagao (4.1.1), para todo o n > k.

Nota 4.1.2. Resolver uma relacao de recorréncia é o mesmo que determinar todas as suas

solucoes. Em particular, estaremos interessados em descrever as solu¢oes com férmulas
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fechadas; i.e., numa forma
a, = «uma expressao que apenas envolve a variavel n».

No que se segue consideremos em particular as equagoes de recorréncia lineares.

Definig¢ao 4.1.3. Uma equacgao de recorréncia linear (de coeficientes constantes e)
de ordem £k é uma equagao da forma

Ty, = C1Tp_1 + CoTp_o + +++ + CuTp_i + dp, (4.1.11)

(para n > k), onde ¢y, ca, ..., cx (com ¢ # 0) sdo constantes e (d,),eny ¢ UmMa sucessao.
A equagao (4.1.i1) diz-se homogénea quando (d,),en € a sucessao nula.
A equagao homogénea associada a (4.1.i1) é a equagao

Ty =ClTp_1+ CoTp_9o+ 4+ CLTp_k.

Exemplo 4.1.4. e 1z, = 37,1+ 2%, 2 + 3n é uma equacao de recorréncia linear (nao

homogénea) da ordem 2.

e T, =3r, 1+ 2x, 5 é a equacdo homogénea associada.

Exemplo 4.1.5. « A equagdo da recorréncia z,4; = (n + 1)x, é linear e homogénea,
mas nao tem coeficientes constantes.

« A equacdo z, = 2x,_1 — T,_2 (n > 2) é uma equagao de recorréncia linear homogénea
(de coeficientes constantes).

Verificamos que a sucessao (a,)nen definida por
a, = 3n (n € N)
é solucao desta equacao. De facto, para cada n > 2,
20,1 —Gp2=23n—-1))—=3(n—2)=32(n—-1) — (n—2)) = 3n = a,.
Um céalculo semelhante revela que as sucessoes

(O)nGNa (n)HENJ (1)neN; (5n + 2>n€N

sao solugoes da equacao acima.

Explicaremos mais adiante que uma equacao de recorréncia linear pode-se descrever utili-
zando uma funcao linear; nesta perspetiva, o seguinte resultado ja é conhecida da Algebra

Linear.
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Teorema 4.1.6. O conjunto de todas as solucoes da equagdo de recorréncia linear
Ty = C1Tp_1 + CoTp_2 + -+ + CoTp_i + dy, (4.1.iii)
obtém-se como
uma solucao particular todas as solugoes da equagdo homogé-
+ . . .
de (4.1.iii) nea associada a equagdo (4.1.ii1)

Demonstragdo. Consideremos (a{M

Y )pen como uma solugdo geral da equagdo homogé-

nea associada a (4.1.iii) e (alP),en como solucdo particular de (4.1.iii). Ora, tomando

(an)nen = (aﬁlh) + a,({’))neN, podemos ver que

Uy — Cln_1 — Colp_3 — *++ — Cplln_ = Ay — Z Cilln—i

Mz&

= (af?

Cl n z+an z)
=1

= chnz chnz

= <a£lh) - ciaflh_)i> + (aﬁlp) -> ciaﬁlp_)i)
=1 =1

=0+d,=d,

De semelhante forma ¢ ainda possivel ver que, dadas duas solucdes particulares (a{PV)),en
e (aP)), ey de (4.1.ii1), entdao (a,)neny = (aPV) — alP?)), oy serd uma solucdo da equagdo
homogénea associada a (4.1.iii). De facto,

(p = C1lp1 = Colln—g — =+ — Cplp_f = Ay — Z Cillp—i
k
- (CL( (p2 Z Gi\a p—lz np22)
i=1
— a(pl _ (p2 Z ¢;a p1) )y Z c;al (P2
k
( (p1) Zcza( )) ( (p2) ZCZ p2)>

=d,—d,=0

¢

Resta-nos entao saber como atingir as solugoes particulares e a solugao geral das equagoes
homogéneas associadas.
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4.2 Equacoes de Recorréncia Lineares Homogéneas

Vamos comecar por fazer algumas consideracoes iniciais relativamente a este sub-topico.
Consideremos

Tp = Clp_1 + CoTp_9 + -+ + CLTn_k (4.2.1)

(cr # 0) uma equagao de recorréncia linear homogénea de ordem k.

e O conjunto das solugdes de (4.2.1) é um sub-espaco do espago vectorial de todas as

sucessoes (reais ou complexos).

« Cada solucdo (a,)nen de (4.2.1) é completamente determinada pelos seus primeiros k

termos. De facto,

C* ou R* — {as solugoes de (4.2.1)}

(ao,...,ax—1) — (ao,...,ap_1, C1Gx—1 + - - + Crao, . . .)
¢ um isomorfismo; logo: dim{as solugoes de (4.2.1)} = k.

Concluindo ... para descrever todas as solugoes de (4.2.1), é apenas necessario encontrar k
solugoes de (4.2.1) linearmente independentes. Uma forma (mais ou menos) «inteligente»
de o fazer é proceder da seguinte maneira: consideremos a equagao de recorréncia linear

homogénea
O=x, — 1Ty 1 — CoTpo— -+ — Cplpg (k>1, cx #0). (4.2.1)

Para uma sucessao da forma (¢"),en, para quais valores de ¢ obtemos uma solugdes? Segu-
ramente nao para q¢ = 0, e para ¢ # 0 temos

0= qn _ Clqn—l o C2qn—2 . ckqn—k
— qn—k(qk _ Clqk—l _ C2qk—2 L Ck),
portanto, (¢"),en € solugao de (4.2.1) se e somente se
0=¢"—c1d" ' =" ? = — 4.

polinémio em ¢ de grau k

A equacdo acima diz-se equagado carateristica de (4.2.i). e o polinémio " — et —
k—2
C2q -

-++ — ¢}, polinémio carateristico de (4.2.1).
Teorema 4.2.1. Consideremos a equagdo de recorréncia linear homogénea

Ty = C1Tp_1 + C2Tpo+ -+ xny (k>1, ¢t #0). (4.2.11)
Se a equagdo carateristica

0=¢" —cg" ' —cd"? - -«

de (4.2.11) tém as k solugoes (diferentes) q1,qa, - .., qx, entdo as solugoes de (4.2.i1) sao

precisamente as combinagoes lineares das sucessoes (linearmente independentes) (7 )nen,
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ooy (@) nen; ou seja, as sucessoes da forma
(C1g} + Cagy + - - - + Ckgp)nen,

com constantes Cy,Cy, ..., Cy.

Demonstra¢io. Mais tarde veremos que as sucessoes (¢7)nen, -- -5 (qF)nen serao vetores
proprios associados a valores proprios distintos, portanto, sao linearmente independentes.
Como o espago das solucao de (4.2.i1) tem a dimensao k, cada solugoes de (4.2.ii) é uma

combinagao linear destas sucessoes. ¢

Exemplo 4.2.2. Vamos tentar encontrar a solugdo da equacao de recorréncia linear homo-
génea
0=z, —Tp_1 — 22,2 (n>2).

que satisfaz as condigoes iniciais xg =5 e x7 = 4.

O primeiro passo sera descobrir a forma da solugao geral da equacao dada. Pelo que vimos
no procedimento anterior, serd (mais ou menos) claro obter 0 = ¢*> — ¢ —2 = (¢ —2)(¢ + 1),
polinémio este que tem solugoes gy = 2 e g1 = —1. Verifica-se entdao que as sucessoes (2"),en
e ((—1)™)pnen sdo linearmente independentes; portanto, todas as solugoes (reais) da equacao

dada serdo da forma
(02 + B(=1)")ue @, B ER

No entanto, a resolugdo nao fica por aqui. Tendo em conta as condigoes iniciais (g = 5 e

x1 = 4), é possivel atingirmos
a+ =5 (para o caso n = 0) e 2a — =4 (para o caso n = 1).

Resolvendo o sistema de equagoes lineares, obtemos o = 3 e § = 2, o que nos leva a concluir
que a solucao para o problema em maos é a sucessao (a,)nen, onde a, = 3-2" + 2 (—=1)".

Exemplo 4.2.3. Vamos agora tentar encontrar aproximacgoes racionais para V5 a partir
de recorréncias. Para tal, o primeiro passo serd encontrar uma relagao de recorréncia com
forma fechada

an = (24 V5)" + (2—V5)".
Claramente, e invertendo o processo até agora explorado, é possivel ver que o polinémio
caracteristico ligado & recorréncia em causa é (z — (24+v5))(z — (2—+V5)) =22 —42—1, 0
que nos leva a a,, = 4a,_1 + a,_2, com ag = 2 e a; = 4.

Seguidamente, devemos perceber o que acontece ao termo (2 — 1/5)" quando n — co. De
facto, porque /5 = 2,23606, temos |2 — v/5| < 1, o que implica que (2 — /5)" — 0.

Tal permite-nos concluir que o —— 2+ V5, ou seja, que - — 2 nos da uma boa
n— n—oo n—

aproximacao racional de v/5.
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n 2 3 4 5 6 7
ap 18 76 322 1364 5778 24476
QZ—: — 2 2,5 | 2,22222... | 2,23684 ... | 2,23602... | 2,23607... | 2,23606. ..

Exemplo 4.2.4. Seja p,, o nimero de formas distintas de construir um tubo de comprimento
n, utilizando segmentos de plastico ou metal de comprimentos 1 ou 2.

Podemos ver que p; = 2, dado que podemos usar um segmento de comprimento 1 de plastico
ou metal; e py = 6, pois podemos usar qualquer segmento de comprimento 2 (de plastico ou
metal) ou qualquer um das 22 possibilidades (escolhas de comprimento 1).

Tomando py = 1, nado serd muito dificil verificar que a relagdo de recorréncia para p, é
dada por 2p,_1 + 2p,_2. De facto, para um tubo de comprimento n, podemos considerar
um tubo de comprimento n — 1 (p,_1) e acrescentar-lhe um tubo de comprimento 1 (de
plastico ou metal); ou ter um tubo de comprimento n — 2 (p,_2) e acrescentar-lhe um tubo
de comprimento 2 (de plastico ou metal). Assim,

-

metal meétal
( Pn—1 @: plastico @ + ( Pn—2 (( pla',:\tico @

‘pn = 2pn—l + 2pn—2‘

O primeiro passo sera descobrir a forma da solugdao geral da equacao dada. O polinémio
2, admite raizes z; = 1 + V3 e x5 =1 — /3. Verificamos que as
sucessoes ((1 4 v3))nen € ((1 — v/3)™),en sd0 linearmente independentes; portanto, todas

caracteristico, x — 2x —

as solugoes (reais) da equacao dada serao da forma
(1 +V3)" +B(1 = V3)")pen «@,B€R.

Tendo em conta as condigoes iniciais (pg = 1 e p; = 2), é possivel atingirmos

at+pB=1, a(l+3)+B(1—V3) =2
Resolvendo o sistema de equagoes lineares, obtemos a = (1;\/‘?) el = 7(;%@), 0 que nos

leva a concluir que a solug¢do para o problema em maos é a sucessao (p,)nen, onde

NG T O
Pn = 2\/5 .
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Teorema 4.2.5. Consideremos a equagdo de recorréncia linear homogénea
0=z, — C1Tp_1 — CoTp—9 — *** — CkTn—k (k>1, ¢t #0) (4.2.1ii)
com a equacdo caracteristica
0=¢"—ad" ' —a?——a=>@Gg-a)". . (¢—a)™

com ny + -+ +n =k e n;, > 0. Entao, as solugoes da equa-
¢ao (4.2.ii) sao precisamente as combinagoes lineares das k  sucessoes

(Q?>nEN7 (TL : Q?)nENv <n2 . q711>n€N7 °0o0 (nnl_l : Q?>nEN7
(QS)nENa (TL : q;)nENa (TL2 . qg)nel\b e (nn2_1 : q3>nEN7
(Q?)neN, (” : q;)nENa (n2 : Q?)nel\b - (nnl_l : QZZ)neN-

Demonstragao. (Ideia) Consideremos a fungao linear S «esquecer o primeiro termo» de-
finida por

S(<xn)n€N) = (anrl)neN-

Entao, uma sucessao a = (a,)nen é solucao da equagao de recorréncia (4.2.iii) se e s6 se

sucessao nula = S"(a) — Clan(a) . ckS"’k(a)
= (Sn _ Clsn—l L ckSn—k)(a)
= SR o (SF— ;S — o — ¢id)(a),

para cada n > k. Veremos agora quais sucessoes a funcao linear

Sk — clSk_l — = Ckld

anula.

Seja (com ny + -+ +n; =k, n; > 0)

0=¢"—cd ' —cd" >~ —a=G—-a)"...(¢— @)™

a equacgao carateristica, entao
SF— St~ —gid = (S — qiid)™ o -+ 0 (S — gyid)"™.
«A chave» da demonstracao reside no resultado auxiliar que apresentamos de seguida. 4

Lema 4.2.6. Parag € R em € N, m > 1, a fungao linear (S —qid)™ anula as sucessoes

(qn)neNa (TL : qn)nGNa (TL2 : qn)nGNa OO0 (nmil : qn)nEN-
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Demonstragio. Para m =1:  S((¢")nen) = (¢" ) nen = ¢(q")nen; ou seja
(S — qid)(s1) = a sucessdo nula.

Nota: Portanto, (¢")nen € um vetor préprio de S com valor préprio g.

Seja agora m > 1 e suponhamos que (S — ¢id)™ ! anula sy,...,5s,_1. Logo, (S — ¢id)™
também anula si,...,S,_1. Calculamos primeiro, para cada n € N, o termo n de (S —
qid)(sm):

m—1  ntl m—1_n+l wm—1 i ntl m—1 _n+l

=0
m—2 m—1 ; .
= (X (") nig
i=0 t
combinagdo linear do termo n de si,...,8m—1

Logo, (S — ¢id)(sm) = a181 + ... Qp—_1Sm—1 € por isso

(S — ¢id)™(sm) = a sucessao nula. ¢

Exemplo 4.2.7. Consideremos a equacao de recorréncia linear homogénea
Tp = DTp_1 — 8Tp_o + 4x,_3, (n>3)
com valores iniciais xg = 0, 1 = 4 e 5 = 18. A equacao carateristica associada serd
0=¢"=5¢"+8¢—4=(¢-1)(g-2)(q—2) = (¢- (g —2)°
portanto, as solugoes da equagao de recorréncia serdo as sucessoes da forma (com «, 3,7 € R)
(al™ + 2" + yn2")en.

Considerando os valores iniciais, procuramos «, 3,7 € R de tal forma que

a+p=0 a+28+2y=4, a+45+8y=18.

Ora,
a+/6:07 ______ Oé:2
a+ 28+ 2y =4, = B+2y=4 < B=-2 ,
a+48+8y =18 30+ 8y=18 v=3

pelo que a solucao da equacao de recorréncia com os dados valores iniciais ¢ a sucessao

(2 — 2" + 3n2")en.

Suponhamos que o polinémio carateristico de uma equacao de recorréncia linear homogénea
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tem as raizes complexas
z=a+1b e Z =a —1b.
Portanto, obtemos as duas solugoes (da equacao de recorréncia):

(r"(cos(nB) + isin(nh)))nen,

(r"(cos(0) + isin(0))" ) nen

a = (Zn)nEN =
b= (Z")nen = (1" (cos(0) — isin(#))")nen = (r"(cos(nd) — isin(nd))),en-
Assim, obtemos as solugoes (linearmente independentes)
b —b
a—2|— = (r"cos(nf))pen € a% = (r"sin(nf))nen.

Por 1ltimo, se z e Z sao raizes multiplas, consideremos

o (Pt cos(nf)nen, - -, (P sin(nd))pen, - - - -

Exemplo 4.2.8. Consideremos a equacao de recorréncia

(pig = Qpy1 — Qp, n >0, com ay=0,a =1.

A correspondente equacdo carateristica serd 0 = ¢®> — ¢ + 1, com solucoes
2 2

e Z==—1

1
z2=z
2 2

Portanto, r = 1 e tan() = /3, logo 0 = 3; e a solugdo geral serd dada por
(a cos (m) + B sin (m)) (a, B € R).
3 3 neN

Com a condic¢ao inicial ag = 0 obtemos a = 0, e com a; = 1 obtemos

1 = fsin (g) = ﬁ\gg

Portanto, a solugao sera a sucessao

(Zm (%)

Nameros de Fibonacci (Revisitados) e o Numero de Ouro
Recordamos que os nimeros de Fibonacci (F),)nen satisfazem as equacoes

F,=F,+F, 5 comFy=1eF;,=1.

Para resolver a equagao de recorréncia linear homogénea F,, = F,,_1 + F},_», consideremos a

equagao de segundo grau ¢ — ¢ — 1 = 0 (que tem as duas solugoes):
1++5 1-+5
O = 5 e Y= 5
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Portanto, todas as solugdes da equagao homogénea sao combinagoes lineares das sucessoes
(¢")nen € (Y™ )nen. Em particular,

(Fn)nGN = @(¢n)neN + ﬂ(wn)neN

Vejamos que ¢ = —1, ¢+ =1 e ¢ —1p = /5, portanto, para n = 0 e n = 1 obtemos
@ P

l=a+p, 1:04(12\/3)756’(1_\/5).

2

Fazendo reducao com a correspondente matriz

1 11 " 1 1 1
v ¢ 1 0 ¢—1 (1-1)
-4 _ ¢

obtemos = —% Fea= 1-p8= —%. Portanto, obtém-se a formula de Binet:

-
¢n+1 _ wn—&-l

F, =
V5

©-

Apresentamos agora a definicao clissica da proporg¢ao Aurea. Dois ntimeros z,y € RT,
com x > y, sao ditos na proporgao aurea se o quociente entre o maior nimero (z) e o menor

numero (y) for igual ao quociente entre a soma de ambos e o maior nimero, ou seja,

. \ T _ Tty
x Yy y  r

x ~ g - .
Denotando — por ¢ (como a proporgao aurea), a relagdo anterior transforma-se em
Y
1
d) = 1 + T
¢

ou, equivalentemente, ¢ é a tnica raiz positiva da equacao x?

—x—1.

Dividindo por a relagao de recorréncia por Fj,_i, obtemos

F F,
=14 = (4.2.iv)

Fn—l Fn—l
Aqui, assumimos que a razao entre dois nimeros de Fibonacci consecutivos se aproxima
de um dado ntimero real «, ou seja, lim, . FF—"l = «. Desta forma, temos ainda que

n,

. F_ .. PR

limy, o 5+ = é Tomando agora o limite de (4.2.iv), temos que o« = 1 + i, a mesma
n

identidade satisfeita pela proporcao aurea. Assim, se o limite existir, a razao entre dois
numeros de Fibonacci consecutivos deve aproximar-se de ¢ para n suficientemente grande,

ou seja,
F,
lim = ¢.

n—00 anl

Apresentamos na tabela que se segue alguns quocientes de niimeros de Fibonacci consecuti-
VOS.
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n 4 5 6 7 8 9 10
F, 3 5 8 13 21 34 55

Ff: — | —11]2]1,5]1,6666... | 1,6 | 1,6250 | 1,6153... | 1,6190... | 1,6176...

Exemplo 4.2.9. Um rectangulo dureo é um retangulo cujos comprimentos dos lados estao
na proporc¢ao aurea. Numa construcao classica, o primeiro passo é desenhar um quadrado
de lado unitario. De seguida, devemos tragar uma linha que parte do ponto médio de um
dos lados e termina num canto do lado oposto. Depois, desenhamos um arco desde o canto
até uma extensao do lado com o ponto médio e, por iltimo, completamos o rectangulo. O

procedimento pode ser ilustrado pela figura seguinte.

4

B
.

oI5
|
+
S

[N
N[

Para construir um rectangulo de ouro de comprimento ¢ e largura unitaria, anexdmos um

rectdngulo menor (de comprimento 1 e largura ® = % = ¢ — 1, i.e., dureo). Este rectangulo
menor pode ser novamente sub-dividido num quadrado ainda menor noutro retangulo aureo.

O processo pode continuar ad infinitum.

Em cada sub-divisao, o comprimento do quadrado serd reduzido por um fator . Observemos
ainda que cada rectdngulo dureo é uma copia em escala reduzida da figura total (sao ditas
figuras auto-semelhantes).

P3 @

Relativamente a estas construgoes, é ainda possivel mostrar que z = Y2, ®* = ¢. De facto,

r=1+®+d*+ %+ ...,
P?r =P+ P+ 0+ % |
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o que nos leva a (1 — ®?)z = 1, ou seja,

__t ¢ &
B il Rl

T

Voltando ao problema da populagao de coelhos, podemos traduzir a informacao do sistema

de relagoes de recorréncia dado numa forma matricial
(07% = Gy + bn; n 11 n
+1 N Ap41 _ a 7
b, 11 = Qp, bn+1 1 0| |b,

onde a matriz de coeficientes presente na expressao anterior é a dita matriz () de Fibonacci.
A multiplicacao repetida de [a,; b,] por @ faz avancar a populagao de coelhos para os meses
seguintes. De facto, o avancar k meses na populacao é alcancado através de

An+k| Ak |9n
il bl

Como veremos, estas poténcias da matriz () estdo intimamente relacionadas com a sucessao

de Fibonacci. Se multiplicarmos uma matriz 2 x 2 arbitraria por (), podemos observar que

ol

ou seja, a multiplicacdo da matriz por () substitui a primeira linha pela soma da primeira e

a+c b+d
a b

segunda linhas, e a segunda linha pela primeira linha. Ao re-escrever () em termos de nimeros

de Fibonacci e fazer uso da relacdo de recorréncia que os define, conseguimos atingir

o £, F
F R’

o — 1 1] [R A _ V2
1 0| |F Fy F, B’

o 1 1] [/ B[R B
1 0| |B, F By By’

e assim sucessivamente. .. sendo evidente o padrao que se gera e que nos leva a concluir

Fn+1 Fn

Q B Fn anl

Através destes desenvolvimentos matriciais e do facto de Q"Q™ = Q"™, é possivel mostrar

ainda que, para n > 1 e m > 0, sdo validas as seguintes igualdades:

Frim = FFy + FyFpoi1, (4.2.v)
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Fop1=F? |+ F2 (4.2.vi)
an = Fn(Fn—l + Fn—l—l)- (42V11)

Da Teoria de Matrizes e Determinantes sabemos que det(AB) = det(A) det(B). A aplica-
¢ao repetida deste resultado produz det(Q") = det(Q)™, que culmina na identidade de
Cassini,

Fop1 By — F2 = (—1)".

Adicionalmente, e tendo em conta (4.2.v), conseguimos deduzir a identidade de Cata-
lan,
F?—F, F,, = (—1)""F2%

A identidade de Cassini pode ser interpretada geometricamente. De facto, a parcela F,, 1 F,_1
pode ser tida como a area de um rectangulo de comprimento F,,.; e largura F),_;, da mesma

forma que F? pode ser a area de um quadrado de lateral F,.

Neste caso, a identidade afirma que a diferenga absoluta e entre as areas é de apenas uma
unidade de drea. A medida que n se torna arbitrariamente grande, esta unidade de diferenca
torna-se tao pequena em relacdo as areas que é facilmente cometida uma falacia, a “ilusao
de Fibonacci”.

Fn+1Fn_1 =13x5

F?=8x38

Para realizar a “ilusao de Fibonacci”, dissecamos um quadrado com lado F, de tal forma
a que, rearranjando as pecas resultantes, pareca ser possivel construir um rectangulo com
comprimentos F), ; e largura F},;, com uma unidade de area maior ou menor que o original
quadrado.

E normal perguntarmo-nos sobre o porqué da unidade de drea ausente (ou extra) ser distri-
buida ao longo da diagonal do rectdngulo? Na figura acima é possivel ver que a inclinacao

lateral dos trapézios é dada por % = g = 2.5, enquanto que a inclinagdo da hipotenusa do
triangulo é dada por % =2 =2.(6). Esta ligeira incompatibilidade de declives resulta num

constante aumento ou reducao da distdncia entre o trapézio e o tridngulo (quando alinha-
dos). A lacuna entre estes objectos pode ser facilmente escondida se dividirmos a diferenga
pelas pecas alinhadas, como feito no rectangulo construido de forma «desonestan.
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4.3 Equacoes de Recorréncia Lineares Gerais

Relativamente ao problema em maos, ja sabemos resolver a primeira questao (equagoes de
recorréncia lineares homogéneas). Agora, vamos estudar alguns métodos para obter uma
solucao particular de uma equacgao de recorréncia linear geral.

Consideremos entao uma equacao de recorréncia linear
Ty = C1Tp-1 + CTn—2 + *++ + Clp—k + dy.

e Se d, = c-p": Procuramos uma solucao da forma
b,=A-p" resp. b, =A-n™-p"

(com A € R a determinar) se p nao é solucao da equagdo carateristica (mais geral, se
p é solugao da equacao carateristica de multiplicidade m).

o Sed, =37y Zmn' Procuramos uma solugao da forma:

* b, = Ag+ Ain+ -+ Ajn/ (com A; € R a determinar) caso 1 nao seja solugao

da equacao carateristica.

* by, = (Ag+ Ain+---+ Ajn?)-n™ (com A; € R a determinar) caso 1 seja solugao
da equacao carateristica de multiplicidade m.

Os valores dos parametros A, A; obtém-se substituindo b,, na equacao de recorréncia dada.

Exemplo 4.3.1. Vamos determinar a solugdo da equacao de recorréncia
Tp =3Tp_1 —2xp_o+2", n=23,...

com rg = 0 e x;1 = —2. Procuramos primeiro a solucao geral da equacao homogénea
associada, cuja equagao carateristica é 0 = ¢*> — 3¢+ 2 = (¢ — 2)(¢ — 1). Portanto, a solugio

geral da equagdo de recorréncia homogénea é a sucessao (a,)nen dada por
ap=0a-1"+p-2"=a+p-2" (n € N).
Agora procuramos uma solucao de
Tp—3Tp_ 1 +20, 0=2", n=2,3,...

que seja da forma b, =n-A-2" com n € N. Tendo em conta que 2 é uma raiz simples de

q*> — 3¢ + 2, ao substituir na equacao acima, obtemos
An2" — 3A(n —1)2"71 + 2A(n — 2)2"72 = 2",
que é equivalente a

2=2An-3An—-1)4+ A(n—-2)=A.
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Logo, uma solugdo da equacio de recorréncia acima é (n2"*1),cy. Assim, sabemos que a
solugao geral da equacao

Tp =3Tp_1 —2Tp_o+2", n=2.3,...

é dada por (a + 2" + n2"™),cn. Finalmente, procuramos aquele solugao que satisfaz as
condicoes iniciais zop = 0 e 1 = —2. Portanto, para n = 0 e n = 1 obtemos as equagoes

0 =a+p 0 =a+p
-2 =a+28+4 —6 =a+28"°

Subtraindo a primeira linha a segunda da 8 = —6 e por isso a = 6. Portanto, a solugao é

(64 (n —3)2"™),en.

Exemplo 4.3.2. Vamos determinar a solugdo da equacao de recorréncia
_ 2
Ty =Tpn_1+N

com xy = (. Procuramos primeiro a solucao geral da equacdao homogénea associada, cuja
equacao carateristica € 0 = ¢ — 1. Portanto, a solucao geral da equacao de recorréncia
homogénea é a sucessao (a,)neny dada por

a,=a-1"=« (n € N).
Agora procuramos uma solugao de
_ 2
Tp — Tp—1 =",

que seja da forma b, = (Ag+ Ayn + Aan?)-n, com n € N. Tendo em conta que 1 é uma raiz
simples de ¢ — 1, ao substituir na equagao acima, obtemos

n(Ag + Ain + Agn?) — (n — 1)(Ag + A1(n — 1) + Aa(n — 1)) = n?,

que é equivalente a

AO—A1+A2:O A(J:é
2A1—3A2:O = Alzé
3142:1 AQI%

~ ~ N . , in n2
Logo, uma solugao da equacao de recorréncia acima é (6 + %5+

w

" )nen- Assim, sabemos que
a solucao geral da equacao

2
Tp =Tp—1+Nn

¢ dada por (a+ § + %2 + ”—;)neN. Finalmente, procuramos a solucao que satisfaz a condicao
inicial zyg = 0. Portanto, para n = 0, obtemos a equagcao

a+0=0 ~~ a=0.
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Desta forma, a solugao sera da forma

(n n? n3> (n(n+1)(2n+ 1))
6 2 3 neN 6 neN

Teorema 4.3.3. Seja

Ty = C1Tp—1 + CoTpg + ++ + CpTpgp + dP + - 4+ dT (4.3.1)
uma equagdo de recorréncia linear e suponhamos que as sucessoes b, b . b™) sqo

solugoes de

Tp = C1Zp_1 + CoTp_g + - + Cpn_y + d,

Tp = C1Tp—1 + C2Tp—2 + *+* + CkTp—k + dg)a

Tp = C1Tp—1 + C2Tp—2 + *+* + CkTp—k + d;m)7

respectivamente. Entdo, a sucessdo bV + -+ b™ ¢ uma solucio de (4.3.1).

Demonstracio. Dado que b, @) .. b™ sqo solucbes das equacdes respectivas, sabemos
que

bﬁf) = 0157(11_)1 + C2b7(1122 oot Ckbg—)k + d1(11)7
bff) = C1b£L2_)1 + CQb;Q_)Q et Ckbg—)k + d1(12)’
DI = e by + Catyg -+ bl + dO.

Ora, ao somar todas as equacoes anteriores e re-arranjar convenientemente os seus termos,

obtemos o pretendido

DY+ 02 b = e (B 0P A BT oDy + B 0T

to e 02 B (dD 4 dP - d)

¢
Exemplo 4.3.4. Vamos agora determinar a solucao da equacgao de recorréncia
Ty =3Tp_1— 21, 2+2"+(14+n), n=2,3,...
com zg = 0 e 21 = —2. A solucdo geral desta equagdo (ignorando as condigdes iniciais) é

da forma (a, + bV + b?), oy, onde (a,)nen denota a solucdo geral da equacio homogénea

associada, (b("),en ¢ uma solugdo da equacio de recorréncia



4.4 EQUACOES DE RECORRENCIA NAO LINEARES 107

Ty = 3Tp_1 — 2Tp_o + 27, n=23,...

e (b?)),en é uma solucio da equacio de recorréncia

Ty =3Tp_1 — 22,2+ (1 +n), n=23,...
Falta-nos entao determinar uma solugao da equacao de recorréncia
Ty —3Tp 1 +22, 90=14+n, n=2,3,...

Uma vez que 1 + n é um polinémio de grau 1 e 1 é raiz de multiplicidade 1 da equacgao

caracteristica 0 = ¢*>—3¢+2 = (¢—2)(¢—1), consideramos b(?) = (Ag+An)n' = Agn-+An?.

Tp_1

Substituindo na equacao acima, obtemos bg) = —3n 2n2. Assim, a solucao geral da equacao

de recorréncia

Ty =3Tp_1— 22, 2+2"+(1+n), n=2,3,...

é dada por
(a+pB2" +n2"™ —In— in?),en (o, B €R).
Finalmente, procuramos aquele solucao que satisfaz as condigoes iniciais zo =0 e 1 = —2.

Portanto, paran =0en =1 em

7 1
(a+ 82" + n2"t — in — §n2>n€N

obtemos as equacgoes

0 =a+p 0 =a+p
_ 1 7 _
-2 =a+20+4-52 -2 =a+2p

logo f = —2 e a = 2. Logo, a soluc¢ao da equacgao de recorréncia dada com as condigoes

iniciais g =0e x; = -2 é

701
(2+ (n—1)2"H — 30 §n2)n€N.

4.4 Equacoes de Recorréncia Nao Lineares

Nesta parte vamos considerar equagoes de recorréncia onde x,, ndo depende de forma linear
dos termos x,,_1, ..., T,_r. Em muitos casos poderemos «linearizar» a equacao utilizando
uma substituicao adequada.
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Exemplo 4.4.1. Consideremos a equacgao de recorréncia nao linear
.Q?i = 25531—1 + 1 (n Z 1)7

com a condicdo inicial xqg = 2; aqui suponhamos x,, > 0, para todo o n € N. Ao escrever

Y, = 22, a equagao de recorréncia nao linear transforma-se na equagao de recorréncia linear
Yn =21 +1  (n21),
com a condi¢do inicial yo = 22 = 4.
Un =21 +1  (n2>1), Yo = 4.

» A solugdo geral da equagdo homogénea associada y, = 2y,_1 é dada por ¢ - (2"),en,
ceR.

o Como o termo «nao homogéneo» é um polinémio 1 de grau zero, e como 1 nao é raiz
do polinémio carateristico ¢ — 2, sabemos que existe uma solugao particular (b,)nen
onde b, = A, para todo o n € N. Substituindo na equagao produz A = 24 + 1, ou
seja, A = —1.

« Consequentemente, as solucoes desta equacao de recorréncia sao precisamente as su-
cessoes (¢ 2" — 1),en, com ¢ € R.

Tendo em conta a condigao inicial yy = 4, obtemos ¢ = 5; assim, a solu¢ao da equacao
2 =222, +1 com xy = 2 é a sucessio

(V52" — 1)en.

Nota 4.4.2. Devemos recordar que, para cada a € Rt com a # 1, a fun¢do log,: Rt — R

é bijectiva e satisfaz

log,(z - y) = log,(x) + log,(y), log,(1)=0.

Logo, em muitos casos podemos «linearizar» equagoes utilizando o logaritmo.

Exemplo 4.4.3. Consideremos a equagao de recorréncia nao linear

Ty =Tp1 Tpo (M>2), xog=11=2.

Esta equagdo é equivalente & equagdo (para n > 2)
logy(zn) = logy(wn—1) + 108y (2n—2), logy(zo) = logy(z1) = 1.
Tomando entdo y, = log,(x,) para cada n € N, obtemos a equagao de recorréncia linear

Yn =UYn-1+ U2 (n>2), yo=y =1;
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cuja solugdo é a sucessao (Fy)neny dos numeros de Fibonacci. Desta forma, a solugdo da
equacao acima com as dadas condigoes iniciais é

(2Fn>n€N-

Exemplo 4.4.4. Consideremos agora a equacao de recorréncia nao linear

Tp = |Tp-1+ \/an + \/xn?) + V- vVTo

Tn—1

com a condicao inicial zy = 4. Portanto, x1 = \/xg = 2, e para n > 2 temos

Tp =VTp1+ Ty > 07

ou seja ¥2 = 2x,_1 (n > 2); o que é equivalente a
210g2($n> =1+ logg(xn_l) (n > 2)

Fazendo y,, = log,(z,), obtemos a equagao de recorréncia linear

1 1

n — FYn— = > 2
Yo =1 +5 (n22)

com a condicdo inicial y; = 1. A solugdo geral da equagdo de recorréncia (ignorando a

(c (;)n + 1)@1 (c €R).

Utilizando a condicao inicial y; = 1 obtemos

condigao inicial) é dado por

1=-+1;
T

logo, ¢ = 0. Portanto, para todo o n > 1,

T, = 29" = 2.

Exemplo 4.4.5. Finalmente, consideremos a equagao de recorréncia (linear mas nao com
coeficientes constantes)
Ty =N+ Tp1 (n>1).

Com z,, = n!-y,, a equacdo acima é equivalente a
nly,=n-m—1y,_1 =nly,_1,

o que ¢é equivalente a y, = y,_1, para todo o n > 1. Portanto, a solucao geral da equacgao
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acima ¢ dada por
(n!- ¢)nen (c € R).

4.5 Séries e Funcoes Geradoras

Em problemas de contagem, queremos tipicamente descobrir uma sucessao (a,)nen onde a,
é tido como «o nimero de maneiras de fazer algo - ordenar, permutar, pintar, formar equipas

de futebol - com n objectos» (distinguiveis ou indistinguiveis).

Alguns exemplos de «fazer algo com n objetos»:

e «sequéncias binarias» ~ o a, = 2"
e «sequéncias binarias com trés uns» Ay = (’3‘)
o «colocar bolas indistinguiveis nas caixas C, Cy, C3» Ay = ((‘:L)) :

«colocar bolas indistinguiveis em trés caixas tal que a pri-

* | meira caixa nao é vazia e a terceira tem um ntmero par de ~ o a, =17,
bolas»
o «Partigoes de {1,2,...,n}» ~ o a, =17,

Por norma, para descobrirmos (a,)nen, € util:
e decompor o problema em sub-problemas mais simples
e saber como calcular as sucessoes associadas a cada um dos sub-problemas

e conseguir «compory as solugoes dos sub-problemas na solugao do problema inicial.

Exemplo 4.5.1. Determinamos o niimero ¢, de maneiras de escolher um sub-conjunto de
dois ou trés elementos em [n] = {1,2,...,n}, ou seja, o nimero de elementos do conjunto

C,=A,UB, (unido disjunta)

com A, ={S C[n]:|S|=2}eB,={SC[n]:|S| =3} Sabemos que

= (3] o i = ()

n n n-+1
AU Bl =140+ 1Bl =t = () + (5) = ("3 )

logo,
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O calculo com estas sucessoes é uma espécie de generalizacao do calculo com polinémios,

pelo que sera conveniente escrever (a,)n,en como uma série formal de poténcias:
oo
Ao+ T+ ax® + - = a,a"
n=0

ou como uma série na forma exponencial:

a2 as
ap+ a1+ i+ St 4= —
2! 3! — 1!

Além disso veremos ainda de que forma este calculo é 1til na resolucao das equacgoes de

recorréncia (anteriormente abordadas).

4.5.1 Séries Formais de Poténcias

Definicao 4.5.2. Uma série formal de poténcias é uma série passivel de manipulagao
algébrica (por adi¢do, multiplicagao, somas parciais, ...) dada por uma sucessao (a,)nen
de numeros (em N, Z, Q, ... ou até C), que escrevemos, de forma mais intuitiva, numa
indeterminada - varidvel ou simbolo - x,

oo
A=ao+az+aa®+- =) a,z"
n=0
Nota 4.5.3. o Uma série formal de poténcias pode ser interpretada como um algo se-

melhante a um polinémio (com infinitos termos).

o Alternativamente, e para os mais familiarizados com séries de poténcias, podemos
pensar numa série formal (de poténcias) como uma série de poténcias na qual ig-
noramos quaisquer questoes de convergéncia ao assumir que x nao denota qualquer
valor numeérico.

o Duas séries de poténcias A =>7" ja,2" e B=> ", b,x" dizem-se iguais se e sé se

a, = b,, para todo on € N.

Exemplo 4.5.4. Vamos determinar a série formal de poténcias correspondente ao problema
de contar as formas de «colocar bolas indistinguiveis em caixas (estas tltimas em nimero
suficientemente grande)». Veremos mais tarde que muitos problemas podem ser vistos como
combinagoes destas questoes simples.

e «distribuir n bolas em trés caixas numeradasy:

3
1+3x+---+ "+
n

e «colocar n bolas numa Unica caixay:

1+x+x2+9§3+---=z$".
n=0
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o «colocar n bolas numa tnica caixa com, no maximo, 4 lugares»:

l+or+22+ 28+ +02°+ - =14+ o+ 2% +2° + 2.

e «colocar n bolas numa tunica caixa com exatamente 4 lugaresy:

0+ 0x 4 022 + 022 + 1a* + 02° + - - - = 2*.

Exemplo 4.5.5. Mencionamos agora algumas séries que consideremos ao longo do texto.
0 n lL‘2 IS
o A série exponencial: exp = Z—' = 1+x+?+€+...
“— n!

e A série uniforme: U:Zx":1+x+x2+...

n=0

o A série dos numeros de Fibonacci: fib =1+ z + 222 + 32% + 52* + ...

4.5.2 Algebra das Séries Formais

Definicao 4.5.6. O conjunto de todas as séries formais de poténcias numa indeter-
minada = com coeficientes no corpo C, que denotaremos daqui em diante por C[[z]],
quando munido da adi¢ao e multiplicacao escalar usuais,

A+B = (Z an:v">+<z bw”) = (an+b,)z", A =)\ (Z anx"> = (Aa,)z",
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

toma a estrutura de um espaco vectorial sobre C.

Nesta estrutura, identificamos cada elemento z € C com a série de poténcias constante

dada pela sucessao (a,)nen onde

Um caso particular a ter em especial conta serd o elemento neutro (da adi¢do) do espago
vectorial, 0, identificado com a série nula, > 77, 0z".

E ainda possivel construir um produto entre elementos de C[[z]], o chamado produto de
Cauchy (ou convolugao discreta). De facto, dadas duas séries formais A, B € Cl[[z]],
definimos o seu produto A - B como

A-B = (f; x> . (f} bnx”> -y (z b> o,

n=0 \k=0
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Para este produto, convém notarmos que o elemento neutro sera a série formal dada pela su-
cessao (an)neny onde ag = 1 e a; = 0, para i > 1. Denotaremos esta série (convenientemente)
por 1.

Nota 4.5.7. « Para os polindmios (vistos como séries formais de poténcias), o produto

definido imediatamente acima coincide com o produto usual de polinémios.

e No célculo com séries formais de poténcias, verificam-se as leis de comutatividade,
associatividade, distributividade, etc... (provenientes da axiomdtica dos espagos
vectoriais).

Definicdo 4.5.8. Uma série formal A € C[[z]] diz-se invertivel se existir uma série

B € C[[z]] de tal forma que A-B = 1.

Nota 4.5.9.

e Quando uma tal série B existir, sera unicamente determinada e dita inversa de A.
Em termos de notacao, escreveremos A~ ou 1/A em lugar de B.

« Para trés séries formais A, B, C € C[[z]], é usual escrevermos A = 5 se AC = B (inde-

pendentemente da invertibilidade de C). Adicionalmente, para n € N, denotaremos
o produto A- A--- A por A".
_

n factores
Lema 4.5.10. Seja A=3°,a,2" € C[[z]]. Entao, A é invertivel se e sé se ag # 0.

Demonstragio. (=) Seja B = Y02 b,z" € Cl[z]] uma série formal tal que A - B = 1.
Entao, agby = 1 e ag # 0.

(<) Suponhamos que ag # 0. Entao, definimos by, by, ... em C recursivamente por by :=
1/ag e

1 k
by, == ——Zaibk_i S (C,

o ;=1

para k > 1. Entao,

k 1, =0,
Z aibg—i =
i=0 0, k>0
Desta forma, A-B =1, onde B = 37" b,z". ¢

Exemplo 4.5.11. A sefie de poténcias fib da sucessao dos nimeros de Fibonacci (F},)nen
(definida por Fo=0e Fy =1e F, = F,_1 + F,_2, n > 2) é dada por

fib=Y Fa"=——

n=0

1—x—a?
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De facto, temos

Z Fx" =x+ Z(Fn_l + F,_o)x"

n=0 n=2
oo o
=x+ Z F,_x" + Z E,_ox"
n=2 n=2
(0.) o0
=x+x Z Fo_ 1zt + 2?2 Z F, ox" 2
n=2 n=2
o0 (o)
:x+xZan”+x22an"
n=1 n=0

:x+xZFn:1:”+xQZan”

n=0 n=0

=z+ (z+2°)> Fa”
n=0

Exemplo 4.5.12. Consideremos A=1—xz¢e B =3 ",2". Entao,

1-z)) 2"=14z+2>+2°+2"+...)
n=0
— (2 + a2t )
=1

ou seja, B =" 2" é a série inversa da série A =1 —

1
1—x

0 D
Z 2" = (1-2)"" escrevendo também Z 2" =
n=0 70

Exemplo 4.5.13. Para cada a € R,

o0
E:(ynxn::
n=0

1
1—azx’

De facto, tomando A = Y7, a"z", segue que:

A=1+(ax+a*2* +?2* +...)
=1+ (ax) (1 +ar+a’z®+...)
=1+ (ax) A,

portanto, A (1 — ax) = 1.
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Exemplo 4.5.14. Utilizando a induc¢ao matemaética é possivel mostrar que, para cadam > 1

ea€R,
1 °°<m+n—1> °°<m—|—n—1>
Ly = 3 o
(1 —ax)m -1 =

n=0 m n

De facto, para m = 1 (passo base), temos

! = Z (n) az" = Z a’x".
O n=0

Como hipétese de indugao, admitimos que tal formula é valida para m = k — 1. Tentamos

agora mostrar a validade para k:

e ((1 = ;>> (=) - (i (k;:; 2>“n‘7”n> | (mC“)

Il I
s 108
— — (e}
M= 1I[s
/-~
ol
> +
| <
o |
DO

Como caso particular, tomando m = 2 e a = 1, obtemos:

1 > 1 > 1
(1_33)2:2<n41— )x”:Z(n—i—l)x”, ou seja, 1+2x+3x2+4x3—|—---:(1_7x)2.

Mais tarde (Exemplo 4.5.36) veremos um argumento de combinatéria para justificar esta
igualdade.

Introduzimos ainda mais uma operagao com séries:

Definicao 4.5.15. Dadas duas séries formais A = >,_, ocoa,x2™, B = > 0°  b,a"™ €
C[[x]], com by = 0, definimos a série obtida por substituicao de B em A como

AoB=AB)=> aB"=ay+aB+ a8+

n=0
Nota 4.5.16. e Como o termo constante by de B é igual a 0, todos os termos em B™
de grau 0,1,...,m — 1 sao iguais a 0. Portanto, para calcular o m-ésimo termo de

A(B), basta considerar ag + a1 B + - - - + a,, B™.

e O termo ¢, de ordem n de Ao B =3, c,a" é dado por

e Y b b,
0<k<n
it tje=n
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Notamos que a substituicao de séries envolve de facto uma «soma infinita» de séries, uma

situacao que estudaremos no que se segue.

4.5.3 Somas infinitas de séries de poténcias
A grande parte da matéria desta subseccao é complementar e nao foi dada na aula (com

a excegao do Corolario 4.5.28).

Agora comecamos a formar somas infinitas de séries de poténcias. Para justificar este pro-
cesso vamos introduzir uma norma discreta, que se comporta de forma muito mais simples

que a norma euclidiana em C, por exemplo.

Definicao 4.5.17. Dada uma série A = >7° ;a,2™ € C[[z]], definimos a sua norma
| Al :== 27 ¢ R,

onde inf(.4) denota o menor indice n € N para o qual a,, # 0.

Nota 4.5.18.  « Por convengao, tomamos inf(0) = inf(&) = oo, o que nos leva a concluir
que ||0|| =27 =0.

e De facto, a base 2 presente na definicdo acima pode ser substituida por qualquer

numero real superior a 1.
 Nestas condigoes, uma série formal A € C[[z]] é invertivel se e s6 se ||A| = 1.

O proximo resultado, transforma (Cl[z]], || - ||) num espago ultra-métrico.

Lema 4.5.19. Consideremos A, B € C[[z]]. Entado:
1. ||A|| > 0, atingindo-se a igualdade se e sé se A= 0.

2. A~ Bl = [lAll - |B]].

3. [|A+ B| < max{||A|l,||B||}, atingindo-se a igualdade se ||.A|| # || B

Demonstracao. 1. Segue directamente da definigao.

2. Sem perda de generalidade, consideremos A # 0 # B, com inf(A) = k e inf(B) = /.
Entao, o k + ¢-ésimo coeficiente de A - B sera

ket
> aibgie—i = arbe # 0.

=0

Em particular, temos que inf(A - B) = inf(A) + inf(B), pelo que é possivel concluir
||.A . BH _ 2—inf(A~B) _ 2—(inf(A)+inf(B)) — 2—inf(A) X 2—inf(B) — ||A|| i ||B||

3. A partir de a,,+b, # 0 conseguimos obter a,, # 0 ou b,, # 0. Segue entao que inf(A+
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B) > min{inf(A),inf(B)}. Esta ultima desigualdade transforma-se na desigualdade
ultra-métrica ||A + Bl < max{||A],||B]|}. Caso inf(A) > inf(B), entdo claramente
inf(A + B) = inf(B).

¢

Teorema 4.5.20. O espago vectorial C[[z]], munido da norma anteriormente introdu-
zida, || - ||, € um espago de Banach (espago vectorial normado completo).

Demonstragio. Como ||A + B < max{|lA|,||B||} < ||A]| + ||B| para A,B € Cl[[z]], a
aplicacao A — ||A|| cumpre os requisitos de norma no sentido analitico (de acordo com o
Lema 4.5.19).

Consideremos entdao uma sucessao de Cauchy (Ag)ren de elementos de C[[z]], onde
A, = Z Ampa”, Parai> 1.
n=0

Ora, para todo k > 0 existird uma ordem N > 1 a partir da qual se tem que || A,,,—An, || <
27k para todos os m > Nj,. Tal mostra-nos que Qmn = OGN, n PaTa todoom > Mpen < k.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que My < M; < --- e definir

o0
ap:=an,x ¢ A= Zakxk.
k=0

Entdo, ||A — Al < 27%, para todo o m > N, i.e., lim, 00 A, = A. Desta forma,

concluimos que Cl[z]] é completo em relado a || - ||. ¢

Vejamos que C[[z]] é o completamento de C|x] em relagao a || - ||. Por outras palavras, as
séries formais de poténcias podem ser consideradas como sucessoes de Cauchy de polinémios.
Para sucessoes convergentes (Ag)ken € (Br)ren temos (como em qualquer espago métrico com
multiplicagdo)

0o (At B = i At i B B B = i Av- i Be

k—o0

A soma infinita
o0 n
2 A= lim D Ay
k=1 k=1

s6 pode convergir se (Ag)ren for uma sucessao cujo termo geral tende para a série nula, ou
seja, limg_,o0 || Ag|| = 0. Surpreendentemente, e em total contraste com os espagos euclidia-
nos, o reciproco é ainda verdadeiro, como veremos. Este facto crucial torna a aritmética de

séries formais de poténcias muito mais simples do que a sua contra-parte analitica.

Lema 4.5.21. Consideremos a sucessio (Ag)ren de elementos de Cl[x]] que convergem
para a série nula. Entao, as séries > 5oy Ax e Ty (1 + Ax) convergem (i.e., estao bem
definidas em C|[x]]).
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Demonstracao. Pelo Teorema 4.5.20, é suficiente mostrar que a sucessao das somas parciais
é de Cauchy. Assim, para ¢ > 0, consideremos uma ordem N € N a partir da qual, se
k > Ny, entao || Ax|| < e. Por conseguinte, para k > ¢ > Ny, temos

k ¢ k
A=Y A= D Al Smax{||All:i=0+1,... k} <k,
i=1 i=1 i=0+1
k ¢ ¢ k
T+ A) =T+ A) H + Al T 1+ A4) —1f < > ITA:
i=1 i=1 i= jﬁ_/ i=0+1 GAIC{l+1,... k} i€l
<max{||A] :i=0+1,...,k} <e. ¢

Muitas vezes consideramos sequéncias como sucessoes cujos elementos convergem para a
série nula. Consideremos uma sucessao de séries de C[[z]], (Ag)ren, onde A, = Y00 ag »2",
para k > 1. Para cada n > 0, apenas um nimero finito de coeficientes a, ,,, @z, ... sao nao
nulos. Tal mostra-nos que o coeficiente do termo z" em

oo o oo
> =3 (S ann)
k=1 n=0 \k=1
depende apenas de um numero finito de termos. O mesmo raciocinio se pode aplicar a série

Hzozl(l + Ak)

Para C € C|[z]] e sucessoes (Ag)ken € (By)ren € valido que ) A + > By = > p Ar + By e
CY>p A = > C - A; (conforme esperado).

Corolario 4.5.22. Sejam (Ag)ren uma sucessao de séries formais que converge para a

série nula e m: N — N uma bijeccao. Entao,
o o0
§:~Ak:: E:VAWk
k=1 k=1

Demonstracao. Para todo o n € N, sabemos que existira uma ordem Ny € N de tal forma
que (k) > n, para todo o k > Ny. Desta forma,

< max{|| Akl : k > n} — 0.

No No
DAL= D A

k=1 k=1

Corolario 4.5.23 (Teorema de Fubini - Versao Discreta). Considere-se uma sucessio

de séries formais (Ayx,) de tal forma que limgypn— o0 Axn = 0. Entao,

oo o0

S S A= Au

k=1n=1 n=1k=1
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Demonstragdo. Segue directamente do facto de

0o 00 No oo 0o 00 oo No
2: §:~Akm'_ 2: §:~Akm/ 2: §:~Akm'_ 2: §:~Akm/ = 2: :E: ¢4kn
k=1n=1 n=1k=1 k=1n=1 k=1n=1 k=1 n=Np+1

Nota 4.5.24. Consideremos a substituigao A o B de Series (ver Defini¢ao 4.5.15). Se A for
um polindmio (ou seja, uma série formal cujos coeficientes, a partir de uma dada ordem,
sao nulos), A(B) serd uma série usual de poténcias, enquanto que se by = 0, a convergéncia
de A(B) ¢é garantida pelo Lema 4.5.21.

Nos préximos vamos admitir (subrepticiamente) que uma das condigdes do ultimo ponto é
valida. Observemos que [ A(B)|| < || A|l se by = 0.

Exemplo 4.5.25. Consideremos exp = 32724 7, A =3 a,2" e B = 22, Entao,

A0) =" a,0" = ay,
n=0

A(B) = A(z?) = Y an(a?)" = Y ana™,
n=0 n=0
B o] ($2 n __ [e%¢) x?n
exp(B) = nz:% w2l

Teorema 4.5.26. Consideremos trés séries formais A, B,C € C[[z]] com primeiro co-
eficiente nulo (ou seja, ag = by = ¢o = 0) e uma sucessao (Ay)ren de séries formais
convergentes para a série nula. Entao, temos que

1. (3x Ax) (B) = L Ax(B)-
2. (ITx(1 + Ax)) (B) = IT,(1 + Ax(B)).
3. A(B(C)) = (A(B))(C).

Demonstragio. 1. Dado que || Ax(B)|| < || Axl| — 0, podemos concluir que todas as
— 00
séries formais estdo bem definidas. Podemos entao deduzir

() =& o5 (S o) g

n=0 k

2. Vamos primeiramente demonstrar o resultado considerando dois factores A; =

Dm0 G € Ay = 3300 ag ™

(.Al.AQ)(B) - i (i aLkag,n_k) Bn = i i CL1 kB ag,n_kB”_k) == ./41(6)./42(8)

Inductivamente, podemos estender o processo a um numero finito de séries formais,
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pelo que

H(H(HA@)( ) 110+ AuB >>H:

k k=1

=

(14 Ax) — H 1+Ak> )H

k=1

VAN

— 0.

n—o0

[T+ A — H (1+ A
k=1 k=1

3. Tomando A = >"7° ,a,x", e tendo em conta os ultimos dois pontos, concluimos que

A(B(C)) = ian(BoC)n — ian(rsn oC) = <§anl§”> oC = (AB)(C).

Nota 4.5.27. Devemos notar que, em geral,
A(B) # B(A), A(B-C) # A(B) - A(C), AB+C) # AB)+ A(C).

Corolario 4.5.28. Consideremos duas séries A, B € C[[z]], onde o termo constante de
B ¢ nulo e A ¢é invertivel. Entao, A(B)™' = A~Y(B)

Exemplo 4.5.29. Consideremos a série formal de poténcias Y72, a™z" = U(ax). Entao,

1
1—ax

Ulaz) =

No que se segue, vamos considerar (z) e (z?) como, respectivamente, o conjunto das sé-
ries formais com termo constante nulo e o conjunto das séries formais com termos impares
nulos.

Teorema 4.5.30. O conjunto das séries formais (z) \ (z*) C C[[z]] é um grupo para a
operacao de substituicdo.

Demonstragio. Sejam A, B € (x) \ (z?). Entdo, A(B) € (z) \ (z?). Pelo Teorema 4.5.26
segue ainda que sdo vélidas as leis de associatividade. Adicionalmente, z € (z) \ (z?) e
z(A) = A= Ax).

A construcgao dos elementos inversos segue da mesma forma que no Lema 4.5.10. Para
tal, consideremos A* = > ; a;, ,2", para k € N. Dado que a; o = 0, teremos que ay,, = 0,

para n < k, € a,, = ai; # 0. Definimos entao by, b, ... € C recursivamente por by := 0 e

= Z bia; M
A,k i=1
para n > 2. Tomando B = Y22, b,z" € () \ (2?), obtemos

= Z b AR = Z Z brag 2" = Z (Z bkak,n> " = x.
k=0

k=1n=0 n=0 \k=1

Substituindo agora A por B, é possivel encontrar um C € (z) \ (z?) tal que C(B) = =.



4.5 SERIES E FUNCOES GERADORAS 121

Desta forma,

C=C(z) =C(B(A) = (C(B))(A) = x(A) = A

e concluimos que A(B) = z. ¢

Defini¢ao 4.5.31. Para A € () \ (2?), existird uma tunica B € (z) \ (z?) de tal forma
que A(B) = x = B(A). A esta série formal chamaremos reversa de A.

Exemplo 4.5.32. Tomemos A como a série reversa de x + 22 + -+ = T E possivel
verificar que
g A
1—A
e segue que A = {7~ =1 — 22 4 23 — ---. Este é um exemplo de uma transformacio de

Moébius (homografias — transformagoes projectivas — da linha projectiva complexa).

Nota 4.5.33. Em geral, nao é muito facil encontrar a série reversa de uma dada série
formal de poténcias em (z) \ (z?) C C[[z]]. Um tltimo recurso ¢ a utilizacdo da Férmula
de Inversao de Lagrange-Biirmann. No entanto, esta envolve alguns conceitos “nao
muito triviais” da Andlise Complexa (em particular, da Teoria de Residuos e algumas
propriedades das Séries de Laurent).

Teorema 4.5.34 (Férmula de Inversao de Lagrange-Biirmann). Dada uma série formal
A € (z) \ (x?) C C[[z]], a sua série reversa é dada por

> res(A7F)

onde res(-) denota o residuo da série A=F, que é definido como o coeficiente do termo

de ordem —1 da expansdo de A~* em série de Laurent.

Lema 4.5.35. Dada uma sucessao (Ag)ken (de séries formais de C[[z]] com coeficiente

constante nulo) que convirja para a série nula, temos que

exp(z Ai) = H exp(Ag)-
k k

Em particular, tem-se que exp(kx) = exp(z)*, para k € Z.

Demonstra¢io. Dado que Y, Ai tem coeficiente constante nulo e exp(Ax) € >0, n, ,
ambos os membros do enunciado estao bem definidos. Para somas com duas parcelas,
A, B, calculamos

co n kRrn—k
exp(A 1 B) Z(A+l§’ 22( )AB

n=0




122 CAPITULO 4 RECORRENCIA E FUNCOES GERADORAS

Ty m _ <i AT) (i f’;) _ exp(A) exp(B).

n=0 n: n=0 """

Por indugao no ntimero (finito) de parcelas da soma, conseguimos obter

exp (; Ak> T exp(Ay)

= |lexp (Z At S Ak) — exp (Z Ak>

k=1 k=1 k=n-+1 k=1
= |lexp <Z Ak> H Alexp | > Ag| — 1] ——0.
k=1 k=nt1 nree

Para a seunda parte do enunciado, consideremos N. Entao, exp(kz) = exp(x +---+2) =

exp(r)*. Dado que

exp(kz) exp(—kx) = exp(kx — kx) = exp(0) = 1,

temos também que exp(—kz) = exp(kz)~* = exp(z)~*. ¢

Para acabar esta subseccao, colecionamos alguns resultados sobre o calculo com séries formais
que serao uteis no que se segue.

> 1
« > a"z" =U(ax) = .
oyr 1 —ax
> —1 1
o De forma mais geral: Z metn "t = ——— .
= n (1 —ax)m™

o Para cada m € N: i <m>x" = i <m>x" =(14+z)™.

n=0 n

4.5.4 Interpretacao Combinatorial

Consideremos um problema de contagem A e um problema de contagem B (com

objectos «indistinguiveisy ), com as séries associadas

A:Zanx" e B:anx”.
n=0 n=0

O que os coeficientes ¢,, = agb,, + a1b,_1 + - - - + a,by do produto A - B estao a contar?

77

AB
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De facto, ¢, é igual ao niimero de maneiras (denotado por A x B) de

e partir uma colegdo de n objectos indistinguiveis em duas partes F; (de k elementos)

e By (de n — k elementos) disjuntas, ou seja, escrever n = k + (n — k).

o aplicar o problema A a FE; (existem a; maneiras), e

o aplicar o problema B a E, (existem b,,_; maneiras).

Ou seja, obtém-se Série(A x B) = Série(A) - Série(B).
Exemplo 4.5.36. Consideremos a questao A

“colocar n bolas indistinguiveis numa tnica caixa (suficientemente grande)”.
Portanto, a série correspondente a A é a série formal uniforme U = >7° 2™ A questao

A x A corresponde a:

« partir a colecao de n bolas indistinguiveis em duas partes E; (de k elementos) e Es
(de n — k elementos) disjuntas,

e colocar F; numa caixa,
 colocar Fy numa (outra) caixa.

Ou seja, A * A é o problema de distribuir n bolas indistinguiveis em duas caixas, e a série

correspondente a A x A é
U-U = Série(AxA) =>" (( >> at=> < . )x” => (n+1)z".
n=0
Tendo em conta que U = ﬁ, obtém se
: > ((2) P= Yt 1
— = " = n x".
(1 - x)Q n—0 \' n=0

De mesmo modo, para cada m € N, obtém-se

et ()

Seja v € R (ou v € C). Substituir aux nas séries acima, obtém-se

1 = (n+m-1\ , .
(1—05:6)m_z< m—1 )ax.

n=0

portanto, para m > 1,

Esta igualdade ja foi provado em Exemplo 4.5.14, utilizando inducao matemaética.
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Tipicamente temos o problema «inverso»: Dada uma questdao C, encontrar A e B de tal
forma que C = A x B.

Exemplo 4.5.37. Determinamos o nimero de maneiras de distribuir quatro objectos indistinguiveis

em duas caixas numeradas de modo que hajam no maximo dois objectos na primeira caixa.

Mais geral, se temos n tais objectos, para os distribuir temos de

o dividir a colegao (de facto, o ntimero de elementos) em duas partes disjuntas: FE; (k
elementos) e Ey (n — k elementos);

e 0s objectos de E; destinam-se a primeira caixa, portanto, «ha uma maneira» se £ < 2
e é «impossivel» para k > 2;

e 0s objectos de F5 destinam-se a segunda caixa; portanto «ha uma maneira.
Considerando ¢, como o ntimero de maneiras de distribuir os quatro objectos nas condigoes
acima indicadas, segue que

ch =(l+z+2®)1+z+2*+2°+2"+...),

e, ao desenvolver o produto exposto, atingimos o prentendido, ¢4, = 3.

Vamos agora alterar ligeiramente o problema inicial, querendo determinar o ntmero de

maneiras de distribuir quatro objectos indistinguiveis em cinco caixas numeradas de modo

que hajam no maximo um objecto em cada das primeiras trés caixas e no maximo dois

objectos em cada das ultimas duas caixas.

Se considerarmos d,, como o nimero de maneiras de ... distribuir os quatro objectos nas
condicoes acima indicadas, entao:

1+2)1+2)1+2)1+ 2+ 2°)(1 + 2+ 27)
= (1+2)*(1+z+2%)?

(1432 + 32> + 2°)(1 + 2z + 327 + 22° + )
=1+ 5z + 122 + 182° + 182" + 122° + 52° + 12"

Zzo:() dpz"

Logo, ha d4 = 18 tais maneiras.

Apresentamos ainda duas variagoes desta questao.

Exemplo 4.5.38. Determinamos o nimero de maneiras de distribuir vinte objetos indistinguiveis

em quatro caixas numeradas de modo que hajam no maximo dez objetos em cada uma das

primeiras trés caixas e pelo menos dois objetos na ultima caixa caixas.

Sendo ¢, o nimero de maneiras de de distribuir n objetos nas condi¢oes acima indicadas,
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entao
=1+ +20P@+2 4.

=(U—2"UP2*U=2%1-2")?

OO ()
T O ]

Logo, hé ¢y = ((148>) -3 ((i)) = (331) — 3(130) = 970 tais maneiras.

Exemplo 4.5.39. Determinamos o niimero de maneiras de distribuir n objetos indistinguiveis
em duas caixas numeradas de modo que haja um nimero par de objetos na primeira caixa.

Sendo ¢,, o nimero de maneiras de ... (ver acima) ..., entao
ch 1+ +2*+.. )1 +a+2+...)
=U(2*) U
1 1

2)(1—z) (+z)1-2)?
1 1 1 1 1

R B R T

(1-—
!
4
Zz:: -1z +an:%x +2,;)<<n>>x

Logo, hé ¢, = 1(1 + (—1)") + $(n + 1) tais maneiras.

No que se segue consideremos problemas de contagem com objetos distinguiveis (por exem-
plo, bolas numeradas). Sendo a, o nimero de maneiras correspondente, veremos que é

conveniente considerar a série exponencial
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Consideremos entao problemas de contagem A e B com objectos distinguiveis, onde a,,
e b, denotam, respectivamente, o nimero de maneiras de aplicar A resp. B ao conjunto

{1,...,n}.

Seja ¢, o nimero de maneiras de

e partir o conjunto {1,...,n} numa parte F; (com k elementos) e numa parte Es (com

n — k elementos), ha (Z) maneiras;
o aplicar «A» ao conjunto E7, ha a;, maneiras;

o aplicar «B» ao conjunto Ey, hé b,,_; maneiras.

0 Cn © a o~ b :
nzOTTT;_( nzO»,TT!L)'( nzOﬁ)’OH s€ja,

SérieExp(A x B) = SérieExp(A) - SérieExp(B).

Logo,

Exemplo 4.5.40. Determinamos o niimero de maneiras de distribuir quatro objectos numerados

em duas caixas numeradas de modo que hajam no maximo dois objectos na primeira caixa.
Mais geral, se temos n objectos, para os distribuir temos de
o dividir a colecao em duas partes F e Ey disjuntas;

 o0sobjectos de F; destinam-se a primeira caixa, portanto, «hd uma maneiray se |F;| < 2

e é «impossivel» para |E;| > 2;
e 0s objectos de F5 destinam-se a segunda caixa; portanto «ha uma maneiray.

Sendo ¢, o nimero de maneiras de ..., entao

o Cn n_ 1, 1o, 14 1,
nzz:omx —<1+x+2x><1+x+2x —|—§x —|—ax +... ).

Em particular, ¢4 = 11.

Dado um «problema de contagem» com a correspondente sucessao
¢, = 0 numero de maneiras de ... com n objectos,

consideremos as seguintes séries associadas a (¢, )nen.

A série geradora ordinaria: A série geradora exponencial:
oo o0 c
Z cnx”. Z 2
n!
Utilizamos esta série no caso de «objetos Utilizamos esta série no caso de «objetos
indistinguiveis»: bolas «iguais», votagao distinguiveis»: bolas numeradas, votacao
secreta, . ... aberta, . ...
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Nota 4.5.41. Também se utiliza a designacao fung¢ao geradora, embora neste momento
nao interpretemos as séries formais como fungoes (i.e., ndo consideramos questoes de

convergéncia).

Acabamos esta seccdo com um caso particular da substituicao. Consideremos um problema
de contagem A com objectos distinguiveis, e a,, denota o nimero de maneiras de aplicar A

ao conjunto {1,2,...,n}. Suponhamos que ay = 0 e seja
0 an .

a correspondente série geradora exponencial. Sendo
. c
> L2 = exp(A)
n!

n=0 """

a série obtida por substituir A em exp, entao

¢, ¢ o nimero de maneiras de

o escolher uma parti¢do P de {1,2,...,n}, e

o aplicar A a cada bloco de P.

Para preparar o Exemplo 4.5.45, introduzimos o seguinte conceito.

Definicao 4.5.42. Para cada n € N, definimos recursivamente o factorial duplo de
n, n!l, da seguinte forma:

, n=0oun=1,

n(n—2)II, n>2.

nll =

Nota 4.5.43. o Para cada n € N, n!! é o produto de todos os niimeros naturais nao

superiores a n e com a mesma paridade de n.

o Para cada n > 1, tem-se que n!l(n — 1)!! = nl.

Exemplo 4.5.44. Para cada k € N, (2k)!! = 2¥k!. De facto, com n = 2k:

nll=2-4.-6---(n—2)n
=(2-1)-(2-2)-(2-3)---(2(k—1)) - 2k
= 2"k

2%+1)! _ (2k+1)!
@Rl T 2FR -

Caso n = 2k + 1, entéo n!!l = {
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Exemplo 4.5.45. Determinarmos o nimero de partigoes de {1,2,...,n} em blocos de dois

elementos.

Intuitivamente, escolhemos uma particao e «aceitamos» se cada bloco tem exatamente dois

L. . . : ;22
elementos. Como a série exponencial de «aceitar se tem exatamente dois elementos» é %-, o

, . .~ , . n P 2
niimero de tais parti¢oes é o coeficiente de 7 na série exp(%).

Calculamos:

7 > 1z X1, > (2n—1)1
xp |5 ) =2 o = Lo S e
0 n=1

Portanto, co =1 e

0 se m for impar,

(m— 1! se m for par, m > 2.

4.5.5 Séries vs. Funcoes

Convém recordarmos agora do Célculo que

o Interpretando a série formal de poténcias

o0
A= Z anx"
n=0

como uma série de poténcias em R (ou em C), entao existe um R com 0 < R < 0o
(raio de convergéncia) de tal forma que >°° ;a,t" é absolutamente convergente,
para cada t com |t| < R.

e Se R > 0, associamos a série A a funcao

A:{z||z| <R} — R, t+—— > a,t".

n=0

A funcao A admite derivadas de cada ordem em {z | |x| < R} e, para cada n € N,

A
ay = (0)
n!
Exemplo 4.5.46. 1. O polinémio ag+ a2 + asx?® + - - - + a,x” define a funcdo polinomial

R — R, t — ag + art + agt? + - - - + ayt”.

2. A série (formal) A = > nlz™ tem o raio de convergéncia R = 0; por isso nem vale
a pena considerar a funcao correspondente.

3. A série (formal) A = 327° 2"2™ tem o raio de convergéncia R = 3; portanto, a série
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A define a funcao

I B L
1272 ’ 1 =92t

n=0

[e.o]

4. A série (formal) exp = Y 0%, 52" tem o raio de convergéncia R = oo; de facto, a série

exp define a funcao
[e.9] tn

t

exp: R — R, t+— e.

—' =
n—0 n.

Nota 4.5.47. O célculo com séries formais corresponde (numa certa forma) ao clculo com

fungoes (o que, por vezes, é mais conveniente). Mais concretamente:

e A série nula corresponde a funcao nula, a série «um» corresponde a funcio definida
port— 1,

o A soma de séries corresponde a soma de fungoes,

(f +9)@) = f(t) + g().

A multiplicagdo por escalares de séries corresponde a multiplicacao por escalares de
funcoes,

(a-g)(t)=a-g(t).

e O produto de Cauchy de séries corresponde ao produto de funcoes.

(f-9)(@t) = f(t)-g(t).

A substituicao de séries corresponde a composicao de fungoes.

Exemplo 4.5.48. e Pelo Exemplo 4.5.11, a funcao geradora ordinaria fib da sucessao
dos nimeros de Fibonacci (F),)nen (definida por Fy=0e Fy =1e F, = F,_1 + F,_o,
n > 2) é dada por

s T
fib(r) = > Fa =
n=0 —Tr—=Z
Como lim,, ., & ’}*1 = ¢ (o numero de ouro), o raio de convergéncia é R = %
n

o Sejan € Ne, para cada k € N, seja ¢, 0o nimero de arranjos com repeticao de n objetos

) : _ .k
k a k; ou seja, cp = n”.

Entao, a funcdo geradora exponencial correspondente f é definida por

00 k

k=0
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Exemplo 4.5.49. Qual o ntimero p,, de parti¢oes ordenadas (Ey, Es) de {1,...,n} em duas

partes nao-vazias?

Como se trata de objetos «distinguiveis», consideremos a correspondente série exponencial

P:

P = ifﬁx" - (i 7;95”) : (i i@) = (exp—1) - (exp —1).

n=1""" n=1"""
Logo,
P = exp(2a) — 2exprl=3 28 o3 T4y
= ex —2ex = — —
P P = nl = n! ’

eporissopy=0e, paran>1,p, =2"—-2=2(2""1—-1).

Finalmente, o nimero de parti¢des de {1,...,n} em duas partes nao-vazias ¢ 2"~! — 1, para
n>1.
Exemplo 4.5.50. Determinarmos o nimero a,, ,de fungdes sobrejetivas do tipo {1,...,m} —

{1,...,n}.
Fixamos m € N, e consideremos as seguintes questoes sobre um conjunto X de n elementos:

1. F: funcgoes {1,...,m} — X,

2. S: fungoes sobrejetivas {1,...,m} — X
3. U: «fazer nada» (um elemento).
Entao,

F=SxU, logo Zn — = Zamm— exp
= n! n!

e por isso

n=0

Consequentemente, para cada n € N,

Nota 4.5.51 (O binomial generalizado). Recordamos que, para cada m € N:

(1+2)™ = io (Z‘)mn =(l+2)" = io (Z‘)mn

Consideremos agora o coeficiente binomial generalizado: parar € R en € N|

n fatores

(r) _r(r=1)...(r—n+1)

, em particular ") =1
n n! 0
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Pelos resultados do Célculo, a série de Taylor da funcao f definida por f(z) = (1 + z)"

50

e este série converge absolutamente em | — 1, 1] para f(z). Sendo assim, definimos a série

é dado por

formal de poténcias (1 + )" (com r € R) por

-5

Ainda pelos resultados do Célculo, verifica-se a igualdade
(I+2) - (1+2) =142

para todos os x com |z| < 1, portanto, esta igualdade também é valida para as séries
formais. Por exemplo, concluimos, para todos os r,s € R e todo o n € N:

() =500

4.5.6 Derivadas e Integrais

Definig¢ao 4.5.52. Seja A = >.>°a,2™ € Cl[[z]]. Chamamos derivada de A a série
formal

A = ay + 2057 + 3azz® + - = Y (n + 1)ay12™ € C[[z]].
n=0

Analogamente, chamamos também anti-derivada (ou integral) de A a série formal

/A = aoT + fx + 52:1:3 + - nz::O nai_:la,’"“ € Cl[x]].

Em corpos com caracteristica nula (como é o caso de Q, R ou C), as derivadas dao-nos
uma forma altamente conveniente de extrair os coeficientes das séries formais. Para A =
> yana™ € C[[]], podemos vemos que A®(0) = A(0) = ag, A'(0) = a1, A"(0) = 2ay,
..., A™(0) = nla,. Desta forma, é ainda vélido o Teorema de Taylor (mais precisamente, a

série de MacLaurin):

oo Aln)
A=y A0
n=0
Nota 4.5.53. o As séries de poténcias formais A" e [ A tém o mesmo raio de conver-

géncia que a série A.
« Dentro do intervalo de convergéncia da série A, a derivada (formal) e o integral
(formal) correspondem as operagoes com as fungoes definidas pelas séries.

Mais concretamente, a funcao definida pela série formal A’ é a derivada da funcao

definida pela série A. Adicionalmente, para cada x dentro do intervalo de conver-
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o ( / A) (0) = [ A at

Proposigao 4.5.54. Dadas A,B € C|[z]] e uma sucessio (Ag)ken de séries formais
que convergem para a série nula, temos que:

1. (O Ar) =X A,
2 (A-BY =A-B+A-B

8. (TTu(1+ Ax)) = Tl + A) 5 26
4. (4) = LEA8
5. (A(B)) = A(B) - B

6. J(XCkAx) =Xk [ Ax

7. (JA) =
Demonstracao. 1. Temos que
/ 00 / 00 ')
(Z .Ak) = <Z Zak,nx”) =" nappatt =" (Z nak,n$"_1> => A
k n=0 k n=0 k k n=0 k

2. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que A = z‘ e B = 2*. Entao, pelo
ponto anterior,

(A-B) = @) = (0 + k)™ =2 b 4 kb2t = A B+ A-B.

3. Sem perda de generalidade, assumamos que A, # —1 para todo o k € N (caso
contrario, 1 — A = 0). Consideremos que, para um algum NoN, [|A| < 2~Wo+1),
para todo o k > n. Entdo, o coeficiente de z™° em ambos os lados da equacio

depende apenas de A, ..., A,. Pelo ponto anterior, verificamos inductivamente que
n / n n A/E
(1+Ap) | = 1+ A
(o) = o0 % =%

para todo o n € N. Ao fazer tender Ny — 0o, obtemos o pretendido.

4. Pelo ponto 2.,

A= (58) = (5) o+ 75

5. Pelo ponto 3., sabemos é vélida a regra de derivagao da poténcia, (A") = nA"1 A’
(para n € N). Desta forma, a derivada da soma implica que

— (Z an8"> => a,(B") Z na,B" 'B = A (B)-B
n=0 n=0

n=1



4.5 SERIES E FUNQOES GERADORAS 133

6. Vejamos que

J54) (5] ()

k n=0 n=0 £k
. e Akn  py1 — (ki1
=35 M = 3y et = 5 f A)
/_ 0o . /_ 00 an - /_ 0o ay, il ’_ oo .
(A = ([(Zen) = (Es5em) = (Sak) = S -

Nota 4.5.55. A regra de derivacao do produto implica ainda a “trivial” derivada da mul-
tiplicagao escalar, (M) = A\A’, assim como a conhecida regra de Leibniz

(A-B) =3 (Z) A®) . Bk,

k=0

para A € C e A, B € C[[z]].

Exemplo 4.5.56. Vamos agora mostrar que, dadas A, B € (x), com B ¢ (z?), é ainda vélida
a regra de L’Hopital:

A A'(0)

—(0) = 5.

B B'(0)

Porque A, B € (x), é natural questionarmos a nao invertibilidade de B. Para tal, devemos

recordar o segundo ponto da Nota 4.5.9:

“Para trés séries formais A,B,C € C|[z]], ¢ usual escrevermos A =2 se AC =B
(independentemente da invertibilidade de C).”

Da Analise Real, sabemos entao que as condigoes necessarias a aplicagao da referida regra
sao:

« Indeterminagao na forma: lim, ,, f(z) = lim,_,, g(x) = 0 ou +oc.

« Diferenciabilidade das funcées: f(z) e g(x) sdo diferencidveis num aberto (excepto

possivelmente no ponto a - ponto limite)

« Derivada ndo nula no denominador: ¢'(z) # 0 para todo o  num aberto (excepto

possivelmente no ponto a)

« Existéncia do limite do quociente das derivadas: lim,_,, % existe.

Desta forma, dado que A, B € (x), sabemos que A(0) = a9 = 0 = by = B(0) (pelo que
existird uma indeterminagao na forma). Adicionalmente, sabemos que tanto A como B sdo
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diferenciaveis e, porque B ¢ (x?), b; # 0 (o que garante derivada nao nula no denominador
da forma). Por tltimo, conhecemos o limite do quociente das derivadas:

A'0) _ Cate(n +1)an12™)(0) _ a
B'(0) (Xnzo(n + D)bpra2m)(0) b

No entanto, é ainda possivel ver que
A:Zan Zanx —mZanx z(ay + agx + azx® +---),
=0
o0
B:anm be —bex U= 2(by + by + bz 4 ---).

Assim, e uma vez que B ¢ (x?), b; # 0, temos

A()_xz L Gt )_a1+a2x+a3x2+~--
B o300 byt by 4 box - by +

Exemplo 4.5.57. Definimos o logaritmo formal através da série de Mercator
o) (_1>n—1 2 3

o
og(l+x) 712::1 =T + 3 e C[[z]]

Pelo Teorema 4.5.30, A := exp(z) — 1 possui reversa e log(exp(x)) = log(1 + .A). Dado que

> 1
log(1 =1-— 24 = —1)z" =
og(l+ x) T+ nZ::o( )T T2
a regra da cadeia leva-nos até
A’ exp(x)
log(1+ A = = 1.
8l )= 1+A  exp(l)
Tal mostra-nos que log(exp(z)) = z, pelo que se conclui que log(1 + x) é a série reversa de
A = exp(z) — 1 (conforme esperado). Adicionalmente, log(1 — z) = — Y 0> | £

Lema 4.5.58. Para uma qualquer sucessao (Ay)ren de séries formais em (x) que con-

verge para a série nula, tem-se que

log(TT(1+ Ax)) = > log(1 + Ay).

k

Demonstracao.

log (1;[(1 + Ak)> = log (1;[ exp(log(1 + Ak)))
=log (exp <§k: log(1 + AQ))
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= log(1+ Ay). ¢
k

!
o o0 o D 1 !
Exemplo 4.5.59. « Y na" =) na"=z) (n+1)2" == (Z :c”) =z ( ) =
T n=0 n=1 n=0
(1—a)*
o Consideremos
A=>"

=1

() - (S - e

Portanto, a correspondente fungao é dada por, para = €]—1, 1],

A(z) —/Owlitdt——ln(l—x).

4.5.7 Revisitar as Equacoes de Recorréncia

Como introdugao a esta secgdo, vamos revisitar o primeiro exemplo dado no capitulo (Torres
de Hanoi).

origem auxiliar destino

Recordamos que o nimero minimo de passos necessarios para transportar n discos do pino

origem ao pino destino é dado pela equagao
ap =20,-1+1 (paran>2) e a =1 (4.5.1)

Utilizando os métodos introduzidos anteriormente, consideremos primeiro a equacao homo-

génea a,, = 2a,_1, cuja solugao geral é (c-2"),>1.

Também ¢ possivel verificar que a sucessao «constante» (—1),>; é uma solucdo de (4.5.1);

desta forma, a solugdo geral de (4.5.i) é dada por (¢ 2" — 1),>1.

Por ltimo, tendo em conta a condicao inicial a; = 1, obtemos 1 = 2¢ — 1, ou seja, ¢ = 1.
Assim, a solugao é a,, = 2"—1. Agora utilizamos a série geradora ordinaria A = 3> | a,z".

A= 2" =z + > 2" =x+ Y (2a5-1 + 1)2"
n=1 n=2 n=2

o0 o0 o o
:x—l-ZQan_lx”—i—Zw”:x+2x2anx”+x22x”
n=2 n=2 n=1 n=0

2

=x+22A+ * =2z A+ T )
11—z 11—z
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Portanto,

A= o (T @ ) - (R 1) = 3 1
S (l-z)(1-22) 1-22 1-2 = — = ’

e obtemos-se a,, = 2" — 1.

Exemplo 4.5.60. Equacao de recorréncia: a, = a,_1 + 6a,_o (n>2), ay=3, a, =4.

(o) o
A:Zanx”:a0+a1:p—|—2anm”

n=0 n=2

=3+4x + Z p_12" + 6 Z Ao

n=2 n=2

=3+4x+2) a1z + 627> a, 02"’

n=2 n=2

:3+4x+m2anx”+6x22anx”

n=1 n=0
=3+ 4z + 2(A — ag) + 62°A
=3 +4r +2(A-3)+62°A

= (62> + 2) A+ +3

logo,
r+3 r+3

—622—z+1 (1—32)(1+22)

A=

Procuramos agora a decomposicao em «fragoes simples». Consideremos

x+3 A n B
(1-32)(1+2r) 1-3z 1422

multiplicando ambos os lados por (1 — 3x) obtemos

3 B(1-3
T+ = A + M7
142z 142z
5+3
com r = % obtemos A = i’ Tz 2.De forma semelhante obtém-se B = 1, por isso
3
2 1
A= 1—3x+ 1+2x
Consequentemente,
A=zt L o S (Lo
= = €T —
1-3z 1+2x = =0

Assim, o coeficiente de 2" é a, = 2- 3" + (—2)".
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Resumindo, para resolver uma equacao de recorréncia com séries geradoras devemos:
« Desenvolver a série ordinaria A = 3777 a,z™ (ou a série exponencial A = 377 *na™)

utilizando a equagao de recorréncia e as condi¢oes iniciais.

o Obter tipicamente

_ polinébmio 1 polinémio 1
~ polinémio 2 (1 — A\yz)mt ... (1 — \px)m*

e Escrever A na forma

L. constante constante
A = polinémio + | --- +

» Recordar (e utilizar) que

(1_Ax i(m“’ ))\"x”.

n=0

Exemplo 4.5.61. Vamos resolver o sistema de equagoes de recorréncia

Qp = 2an—1 + bn—l +1
. (n>1) e ag=0by=0.
bn =ap-1+ 2bn71 + 2"
Com A=37"a,2" e B=3,",b,2", obtemos:
oo [e.e]
A= Zanx”:a0+2an:v"
n=0 n=1
=042 Z Ap_12" + Z b_12" + Z z"
n=1 n=1 n=1

o o0 o
=22 ap 12" ) by x> 2t
n=1 n=1 n=1

1—z

Portanto, A = 20A + 2B + %

Utilizando agora a segunda equagao, obtém-se B =

x
(1-22)A—2B = . _xaj,
—z A+ (1-22)B= o5
ou seja, na linguagem de matrizes:
(1—2z) — A T
—x (1—-2x)| |B - T
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Agora precisamos de alguma paciéncia . .. utilizamos a regra de Cramer, por isso precisa-

mos:
(1 —2z) - 2 2
=(1-2x)"—2"=(1—2)(1 - 32),
A e RO
= —z | xz(l—2x) > x—32%4 320
e (1-27)]  1-u= 1—-2r (1—2)(1-2x)
(1—-2z) = s 22 _ @
—T T l—2z 1-2
Portanto:
A= x — 3z% + 377 . T
 (1—2)2(1 —22)(1 — 3x)’  (1—2)2(1—32)

Agora calculamos:

T

(1—2)%(1—3x)

B =

A N B N C
l—2z (1-2)2 1-3z

n=0 n=>0 n=0
Conclusao:
(e = (=5 = 5+ + 33")
neN
Para A, obtemos semelhantemente:
A x — 3x% + 33
(1 —2)2(1 —22)(1 — 32)
A n B n C N D
S l-x (1-2)2 1-2¢r 1-3x
1 1 1 1 1 3 1

41—z 2(1—2)? 1-2z 41-3z

1900 100

1 o0 3 o0
— Yoy (T ):13”—2(2:1:)”+Z(3:E)".
4 n=0 2 n=0 1 n=0 4 n=0

Conclusao:

11 3
Noen = (=2 S+ 1) =27 4+ 23n)
(@ )nen ( g Tt =247 )neN




Capitulo 5

Elementos da Teoria dos Grafos

Introducao

No século XVIII, a cidade de Konigsberg (actualmente Kaliningrado), no reino da Prussia,
ficava localizada em ambas as margens do rio Pregel e inclufa duas grandes ilhas (Kneiphof
e Lomse). A conexao a Kneiphof e Lomse - quer entre si, quer as margens do rio - era feita

-
[—

Em 1736, Euler interrogou-se sobre se seria possivel caminhar pela cidade, comecando e

por sete pontes, conforme indicado na figura abaixo.

terminando na mesma margem/ilha, de modo que atravessassemos cada ponte exactamente

uma vez.

Do ponto de vista da Teoria dos Grafos, se associarmos a cada margem/ilha um vértice e

a cada ponte uma aresta, acabamos por obter um grafo conexo conforme ilustrado seguida-
. [ —

mente.
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| —
[—

Mais tarde viria a concluir-se que facto do grafo associado a este problema nao ser euleriano

A

(i.e., ndo admitir nenhum circuito de Euler - caminho que comeca e termina no mesmo vértice

e percorre cada aresta do grafo apenas uma vez) responde a questao posta inicialmente.

Teorema 5.0.1 (Euler). Um grafo conexo admite um circuito de Euler se e s se os

seus vértices tiverem grau par.

Mal saberia Euler que a Matematica dos séculos seguintes seria altamente influenciada por
esta “inocente” situacao relativa as pontes de Konigsberg. De facto, este pensamento culmi-
nou no artigo “Solutio Problematis ad Geometriam Situs Pertinentis”, escrito pelo proprio
Euler em 1736 e considerado hoje como o primeiro artigo na histéria da Teoria dos Grafos.
Este, em conjunto com o escrito por Vandermonde em 1774, “ Remarques sur les Problemes
de Situation”, sobre o Problema do Movimento dos Cavalos (relacionado com o movimento

destas pegas num tabuleiro de xadrez), deram continuagao ao Analysis Situs de Leibniz.

De notar que o desenvolvimento da Teoria dos Grafos serviu também de base ao surgimento
de outros importantes ramos da Matematica. A titulo de exemplo, a féormula de Euler
para poliedros convexos (que relaciona o nimero de arestas, vértices e faces) foi estudada
e generalizada por Cauchy e L’Huilier, dando inicio a um dos mais conhecidos ramos da
ciéncia rainha: a Topologia.

5.1 Conceitos Fundamentais

Definigao 5.1.1. Designamos por grafo (ndo orientado) um terno G = (V, E, 1),
onde:

e V é um conjunto (diremos que os elementos de V' sdo vértices),
e F éum conjunto (diremos que os elementos de E sdo arestas),
« 1) é uma funcao (de facto, fungao de incidéncia)

v E— {ACV|1< A <2}

Se ¢¥(e) = {u,v}, u e v dizem-se os pontos extremos da aresta e.
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Exemplo 5.1.2.

1 €1 es V: {’Ul,UQ,Ug}, E = {61,62,63764},
AN (4 Y(er) = {v1,v3}, Ylez) = {vi,v2}, ¥(es) = {vs},
V2 Y(es) = {v1, v2} = {va,v1}.

Defini¢ao 5.1.3. Designa-se por grafo orientado (ou digrafo) um terno Zf =
(V, E, 1) onde

e V é um conjunto (diremos que os elementos de V' sao vértices),
e F éum conjunto (diremos que os elementos de E sdo arcos),
e 1) é uma funcao (funcgdo de incidéncia do grafo)

v E— VXV

Se ¢¥(e) = (u,v), u diz-se cauda de e e v cabega de e.

Exemplo 5.1.4.

€1
U1 €3 V = {'U171}27U3}a E = {61a627€3764}7
€9 ! v ¢(€l) = (37 1)7 w(62) = (172)a w<e3) = (373>a ¢(€4) = (172)
o U2
A cada grafo orientado 8 = (V,E,v¢) podemos associar um grafo nao orientado G =

(V, E, ) onde
QZ(e) = {u, v} precisamente quando P(e) = (u,v) ou Y(e) = (v,u)

(ou seja, esquecemos a direcgao dos arcos). Desde modo, os vérios conceitos relativos aos

grafos aplicam-se igualmente aos digrafos.
Exemplo 5.1.5.

€1 €1
U1 €3 (%1 €3

€ (&
2 Vg 2 Vg

Defini¢ao 5.1.6. Consideremos um grafo G = (V, E 1), resp., um digrafo 8 =
(V,E, ).
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« Uma aresta (um arco) com os pontos extremos iguais diz-se lacete.

o Arestas com os mesmos vértices extremos designam-se por arestas paralelas, e
arcos com a mesma cauda e a mesma cabega designam-se por arcos paralelos.

— paralelas:

(" S— e

— nao paralelas:

o

o (G (respetivamente 8) diz-se simples quando ndo contém arestas (arcos) parale-

las(os) nem lacetes.

o Uma aresta (um arco) diz-se incidente nos seus vértices extremos.

e A 25
V] e—eUs a arresta e é incidente nos vértices vy e vs.

« Os vértices vy e vy dizem-se adjacentes se existir uma aresta (um arco) com

pontos extremos vy € vs.

e i . .
U1 0e—eUs os vértices vy e vy sao adjacentes.

 Arestas (arcos) incidentes num mesmo vértice dizem-se adjacentes.

6\1./62 as arrestas e; e e; sdo adjacentes.

Defini¢ao 5.1.7. Um grafo G = (V, E, 1) respetivamente digrafo 8 = (V, E, ) diz-se
finito quando os conjuntos V e F sao finitos.

Exemplo 5.1.8. Designa-se por grafo trivial um grafo simples com um tnico vértice, ou
seja, tal que |V|=1e F = @.

Nota 5.1.9. No que se segue, consideremos tipicamente grafos finitos.

Definigao 5.1.10. Seja G = (V, E,¢) um grafo finito.
o ordem de G: v(G)=|V| (o ntimero de vértices).
« dimensao de G: ¢(G) = |E| (o ntmero de arestas).

(e de igual forma para digrafos.)
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Recordemos que um grafo (respetivamente digrafo) diz-se simples quando ndo contém
arestas (arcos) paralelas(os) nem lacetes. (Di)Grafos nao simples denota-se também por

multi(di)grafo.

Nota 5.1.11. Num grafo (respectivamente digrafo) simples, cada aresta (arco) a é comple-
tamente determinada(o) pelos vértices extremos u e v (cauda u e cabega v). Neste caso

escrevemos da forma mais sugestivo uv em lugar de a.

Com esta notagao, o (di)grafo (V, E, 1) é completamente determinado por (V, E) (ou seja,

podemos «dispensar» 1)).

Definigao 5.1.12. Seja G = (V, E) um grafo simples. O grafo complementar de G
é o grafo Gt = (v, EC) com 0 mesmo conjunto de vértices e com

w e B — w ¢E.

Exemplo 5.1.13.
G GE

(%) S U3 V2 I/[ V3
U1 V4 (0 Uy

C

Nota 5.1.14. O operador ¢ é involutério (tem ordem 2), i.e., (o¢)° = o. Desta forma, para

qualquer grafo G, (G’E)B =G.

5.2 Vizinhancas e Graus

Definicao 5.2.1. e Seja G = (V,E,¢) um grafoev € V.

O conjunto de todos os vértices adjacentes a v designa-se por vizinhanca de v e

denota-se por Ng(v) (ou simplesmente N (v)).

o Seja 8 = (V, E,¢) um digrafo e v € V. A vizinhanga de entrada de v é o
conjunto N~ (v) de todos os vértices u tal que existe um e € E com ¥ (e) = (u,v),
e a vizinhanga de saida de v ¢ o conjunto Nt (v) de todos os vértices u tal que

existe um e € E com ¢(e) = (v, u).
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Exemplo 5.2.2.

o €1 es N(U1) = {Ug, Ug},
N (v2) = {vi},
vy N(vs3) = {v1, v3}.
1 e es N7 (v1) = {vs}, NT(vn) = {Uz} N(v1) = {va, v3},
N~ (v2) = {1}, NF(v) =@, N(v2) = {u1},
“PNevy N~ (v3) = {vs}, NT(v3) = {U17U3} N(vs) = {v1,v3}.

Definigao 5.2.3. Seja G = (V, E, 1)) um grafo finito com V # &.

e Sejav € V. O grau de v é o nimero d(v) de arestas incidentes em v (onde cada
lacete conta duas vezes).

« O maior grau dos vértices do grafo G denota-se por A(G):

A(G) := max{d(v) | v € V}.

« O menor grau dos vértices do grafo G denota-se por 6(G):

)(G) == min{d(v) | v € V}.

Nota 5.2.4. No caso de um digrafo 8 = (V, E, 1), consideremos ainda
« o semigrau de entrada: d (v) = |[{e: Ju €V, ¥(e) = (u,v)}|.
Ou seja, d~(v) é o nimero de arcos com «cabega em v».
» o semigrau de saida: d"(v) = [{e: Ju €V, ¢¥(e) = (v,u)}|.
Ou seja, d*(v) é o nimero de arcos com «cauda em v».

o d(v) =d (v) +d*(v).

Exemplo 5.2.5. O Sr. e a Sra. Silva convidaram quatro casais para jantar em casa. Alguns
sao amigos do Sr. Silva e outros amigos da Sra. Silva. Em casa do casal Silva os convidados
que ja se conheciam cumprimentaram-se com um aperto de mao e os restantes apenas se
saudaram.

Depois de todos terem chegado o Sr. Silva observou:
“se me excluir a mim, todos deram um numero diferente de apertos de mao”

Quantos apertos de mao deu o Sr. Silva?
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E claro que os membros de um mesmo casal nao se cumprimentaram um ao outro, pelo que

o nimero de cumprimentos variou entre 0 e 8.

Por outro lado, uma vez que, excluindo o Sr. Silva, todas as restantes 9 pessoas deram um
nimero diferente de apertos de mao, podemos atribuir a cada uma delas exactamente um

indice j entre 0 e 8 que corresponde ao nimero de apertos de mao que deu.

Utilizando o seguinte grafo:

Portanto:

« O vértice ng tem grau d(ng) = 0; portanto, nenhuma aresta pode ter um extremo em

ng.

o Uma vez que o ng deu 8 apertos de mao, ele apertou a mao a toda a gente, com excegao
dele(a) préprio(a) e da mulher/do marido .. .logo, ng e ng sdo casados.

Ja temos d(ng) = 0, d(ng) = 8 e d(ny) = 1, pelo que ndao pode haver mais arestas com

extremos nestes vértices.

« Por sua vez, ny s6 ndo apertou a mao a ele préprio, a ng e n; (uma vez que este tltimo
s6 deu um aperto de mao e foi a ng).

Logo, n; e ny sdo casados e ja temos d(ng) = 2.

 Por sua vez, ng s6 nao deu apertos de mao a si préprio, a ng, ny e ny (note-se que este

ultimo deu um aperto de mao a ng e ny).
Logo, ny e ng sao casados e ja temos d(ngz) = 3.

o O nj apertou a mao de ng, ny, ng, ng € ao Sr. Silva e, consequentemente, é casado com
ns.

Assim, ny é a Sra. Silva (que, naturalmente, ndo deu um aperto de mao ao Sr. Silva)
e ficam determinados todos os apertos de mao.

.. O Sr. Silva apertou a mao a ng, ny, ng € nNs.
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Defini¢ao 5.2.6. Seja G = (V, E,¢) um grafo (finito). A matriz de incidéncia
(aresta-vértice) de G é a matriz do tipo v x € definida por

0 sewv¢(e),
V x E—R, (v,e) —> {1 se ¥(e) = {u,v} com u # v,

2 sey(e) = {v}.

Nota 5.2.7. Para cada a € E, a soma sobre todos os elementos da «coluna e» é 2. Para
cada v € V, a soma sobre todos os elementos da «linha v» é o grau de v.

Seja G = (V, E, %) um digrafo (finito) sem lacetes. A matriz de incidéncia (aresta-vértice)
de G é a matriz do tipo v X € definida por
—1 seexiste u € V com (u,v) = ¢(e),
VxE-—R, (v,e)— 41 seexisteu €V com (v,u) = (e),
0 nos outros casos.

Nota 5.2.8. Para cada e € E, a soma sobre todos os elementos da «coluna e» é 0. Para

cada v € V, a soma sobre todos os elementos da «linha v» é igual a d*(v) — d ™ (v).

Exemplo 5.2.9.

e €1 €2 €3

U1 €3 U1 1 1 0
RN w0 1 0

U3 1 0 2

e €1 €2 €3

u1 €3 (%] -1 1 0
V3 1 0 0

Teorema 5.2.10. Para todo o grafo G = (V, E,¢) finito, a soma dos graus dos seus
vértices € iqual ao dobro do numero de arestas, i.e.,

> d(v) =2|E].

veV

Demonstracao. Somamos de duas maneiras diferentes as entradas da matriz de incidéncia
de G-

o Para cada «linha v», a soma das entradas desta linha é igual ao d(v). Portanto, a
soma de todas as entradas da matriz de incidéncia é igual a Y, oy d(v).

o Para cada «coluna e», a soma das entradas desta coluna é igual a 2. Portanto, a

soma de todas as entradas da matriz de incidéncia ¢ igual a 2|E|. ¢
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Corolario 5.2.11. O numero de vértices de grau impar € par.

Teorema 5.2.12. Para todo o digrafo 8 = (V, E,v) finito,

> dT(v) =3 d (v)=|E|

veV veV

Definicao 5.2.13. « Seja G = (V, E,v¢) um grafo (finito). A matriz de adjacén-
cia de G é a matriz do tipo v X v com entrada (u, v) igual a nimero de arestas
entre u e v (cada lacete conta duas vezes)., ou seja,

Ha € E|¢¥(a) = {u,v}}] seu#v;

VxVi—R, (u,v)r—
2{a € E | ¢¥(a) = {u,u}| seu#u.

Nota: Esta matriz é simétrica e a soma sobre os elementos da coluna u (ou linha
u) é igual ao grau de u.

« Seja G = (V, E, ) um digrafo (finito). A matriz de adjacéncia de 8 é a matriz
do tipo v X v definida pela aplicacao

VxVi—R, (u,v)— [{a€E:¢(a)=(u,v)}.

Exemplo 5.2.14.

e V1 V2 U3

u1 €3 (%1 0 1 1
€9 vy V2 ]. 0 O

L vs | 1 0 2
f e V1 Uy Us
U1 €3 U1 0 1 0
Ne v, vw|0 0 0

\ Ug 1 O 1

5.3 Homomorfismos, Isomorfismos e Sub-Grafos

Defini¢ao 5.3.1. Sejam G = (Vi, Eg,¥¢) e H = (Vy, Ey,y) dois grafos. Um ho-
momorfismo de G em H é um par f: Vg — Vg e h: Eg — Ey de fungoes tais que,
para todos os e € Eg e u,v € Vg,

(Ya(e) = {u,v}) = (Wu(h(e)) = {f(u), f(v)}).

(No caso dos digrafos, escrevemos (u,v) em lugar de {u,v}.)
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Nota 5.3.2. Caso exista um homomorfismo G — H, dizemos que G é homomorfo a H,
ou ainda que G' é H-coloravel.

Exemplo 5.3.3. o Para cada grafo G = (V,E,v¢), as identidades idy: V — V e
idg: F — F definem um homomorfismo de G em G.

e As compostas de homomorfismos sdo homomorfismos.

Nota 5.3.4. No caso de grafos simples, e denotando as arestas da forma «uwv», a fungdo h
acima é completamente determinada por f:

h(uv) = f(u)f(v).

Portanto, um homomorfismo entre grafos simples (Vg, Eg) e (Vi, Ey) é dado por uma
funcao f: Vo — Vg tal que, para todos os u,v € Vg:

w € BEq = f(u)f(v) € Ey.

Definigao 5.3.5. Dizemos que um homomorfismo de G para H é injectivo (i.e., nunca

transforma dois vértices distintos de G num mesmo vértice de H) se e s6 se G for um
sub-grafo de H.

Definicao 5.3.6. Um homomorfismo de G em H é um isomorfismo de G em H se

tem um homomorfismo de grafos inverso.

Nota 5.3.7. De acordo com o escrito imediatamente acima, um isomorfismo de G em H ¢
um par (f, h) fungoes bijetivas onde f: Vg — Vi, h: Eq — Ey, de tal forma que, para
todos os e € Eg e u,v € Vg,

(Wale) = {u,v}) <= (Wu(h(e)) = {f(u), f(v)}).

Um isomorfismo entre grafos simples (Vi, Eg) e (Vi, Ex) é dado por uma fungao bijetiva
f: Vo — Vg tal que, para todos os u,v € Vg:

w € B <~ f(u)f(v) € Fy.

Exemplo 5.3.8. o Para cada grafo G = (V, E,v¢), as identidades idy: V — V e
idg: F — FE definem um isomorfismo de G em G.

o« Para cada isomorfismo de G em H, as funcoes f~': Vg — Vg e h™': Ey — Eq
definem um isomorfismo de H em G.

o As compostas de isomorfismos sao isomorfismos.




5.3 HOMOMORFISMOS, ISOMORFISMOS E SUB-(GGRAFOS 149

Definicao 5.3.9. (Di)grafos dizem-se isomorfos quando existe um isomorfismo entre
eles.

Nota 5.3.10. Intuitivamente, grafos isomorfos sao «iguais a menos da etiquetacao dos
vértices e arestay.

] () o

Nota 5.3.11. Grafos isomorfos tem «as mesmas propriedades de grafos».

Mais concretamente, sendo o par f: Vg — Vg e h: Eg — Ey um isomorfismo entre os
grafos G = (Vg, Eg,¢¢) e H = (Vi, Eg,v¥g) (finitos). Entao:

Os grafos tém a mesma ordem e a mesma dimensao:

v(G)=v(H) e (G)=c¢c(H).

G é simples se e s6 se H é simples.

Vértices correspondentes tém o mesmo grau:

para cada v € Vg, dg(v) = dg(p(v)).

Portanto: A(G) =A(H) e §(G)=9(H).

Exemplo 5.3.12. Representacao grafica de todos os grafos simples nao isomorfos, com 5

&
@.

vértices e b arestas:

<y
n

.
7

Definigao 5.3.13. Sejam G = (Vg, Eg,¥¢) e H = (Vi, Eg,vy) grafos. O grafo H diz-
se sub-grafo de G quando Vg C Vi, Eg C Eg, e ¥y é a restrigdo de ¢g ao conjunto

Ey;. Neste caso, dizemos também que G é um super-grafo de H.

Nota 5.3.14. Cada grafo é sub-grafo de si préprio. Se H é um sub-grafo de G e H # G,
entdo dizemos que H é um sub-grafo préprio de G.



150 CAPITULO 5 ELEMENTOS DA TEORIA DOS GRAFOS

Exemplo 5.3.15. Consideremos o seguinte grafo G-

Alguns sub-grafos de G:

T\

Definigao 5.3.16. Um sub-grafo H = (Vy, By, ¥y) de G = (Vg, Eg, ¥¢) diz-se abran-
gente quando Vy = V.

Definigao 5.3.17. Seja G = (V, E,¢) um grafo e sejam VCVeECE.

e O sub-grafo ¢ [\7] de G induzido por V é o grafo cujo conjunto de vértices é 1%

e cujo conjunto de arestas ¢ o conjunto das arestas de G com extremos em V.

e O sub-grafo G [E] de G induzido por E é o grafo cujo conjunto de arestas ¢ E

e cujo conjunto de vértices é constituido pelos vértices extremos das arestas de E.

Nota 5.3.18. Tem-se que G = G[V] mas, em geral, G[E| # G. Para perceber tal questao,

atentemos no seguinte grafo G:
Aqui, G[E] é o grafo
De facto, G[E] = G se e s6 se G nao possuir vértices isolados.

o Por defini¢ao, G[V — 17] é o sub-grafo gerado pelo complemento de V, e escrevemos

simplesmente G — V. Adicionalmente, se V = {v}, escrevemos simplesmente G — v.

e Denotamos por G — Eo sub-grafo abrangente cujo conjunto de arestas ¢ £ — E.

Caso E = {e}, escrevemos simplesmente G — e.

Atencao: Em geral G[E — E} e G — E sio distintos.
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5.4 Alguns conceitos métricos

Durante este capitulo preocupamo-nos varias vezes com questoes de conexidade e de distancia
entre os vértices de um grafo, ou seja, questoes como «Sera possivel caminhar de u para
v?», e, se sim, «Qual é o caminho mais curto/rdpido/barato?». Para tratar estas questoes,

comecgamos com os seguintes conceitos.

Definigao 5.4.1. Seja G = (V, E,®) um grafo. Um passeio em G é uma sequéncia
finita

P = (00761,111,627 cee 7ekavk>

onde vy, v1,..., 0 €V, e1,€a,...,6x € E e, paracadai=1,2, ... k, ¥(e;) = v;_10;.
Neste caso diz-se que P é um passeio entre os vértices vy e vg. O vértice vy designa-se
por vértice inicial do passeio P e v, designa-se por vértice final do passeio P. Os

vértices vy, ..., v,_1 designam-se por vértices intermédios.

Nota 5.4.2. Num grafo simples, um passeio é determinado pela sequéncia dos sucessivos
vértices; isto é, basta considerar

P = (vo,v1, ..., ).

Definicao 5.4.3. Seja G um grafo.
o Um trajeto em G é um passeio sem arestas repetidas.

o Um trajeto em G diz-se fechado quando tem pelo menos uma aresta e o vértice
inicial coincide com o vértice final (vg = vy). Um trajeto fechado diz-se também
circuito.

e« Um caminho em G é um trajeto em GG que nao repete vértices.

e Um ciclo P em G ¢é um circuito com pelo menos uma aresta onde o vér-
tice inicial e os vértices intermédios sao diferentes dois a dois, ou seja, P =
(vo, €1,v1, €2,Va, ..., Ug_1, €k, V) € um circuito tal que (vq,e2,va,...,04—_1) é um
caminho.

Nota 5.4.4. Um passeio P em G é um ciclo se e somente se
1. P é um lacete P = (vg, €, vp), ou
2. P = (vg,a,vy,b,v9) com vy # vy e a # b, ou

3. P = (vg,e1,v1,€2,V2,...,€k Uk, €pt1,V0) € um passeio com k > 2 e

(vo, €1, V1, €2, Vs, . .., €k, V) € um caminho.

Portanto, num grafo simples, um ciclo tem pelo menos trés vértices.
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Defini¢ao 5.4.5. Sejam G um grafo e P = (v, e1,v1,€a, ... €k, v;) um passeio de G.
Entao, o comprimento de P, denotado por comp(P), é definido por

comp(P) = k;
ou seja, comp(P) é o nimero de arestas (com eventual repeti¢do) que o constitui.

Nota 5.4.6. No caso dos caminhos e dos trajetos, o comprimento coincide com o ntimero
de arestas.

Exemplo 5.4.7. Uma aresta com pontos extremos diferentes é um caminho de comprimento

1 e um vértice é um caminho de comprimento 0.

Agora podemos introduzir o conceito de distancia entre vértices de um grafo.

Definigao 5.4.8. Seja G = (V, E, %) um grafo. Para z,y € V, consideremos o conjunto
P, = {os caminhos entre z e y}.
Designa-se por distancia entre vértices de G' a fungao

dist: V xV —{0,1,...,v(G), o0}
min{comp(P) | P € Poy} se Poy # 2,

(,y) —
00 se Ppy = 2.

Nota 5.4.9. Na definicao de distancia acima podia-se igualmente usar passeios em lugar

de caminhos porque um passeio de comprimento minimo é necessariamente um caminho.

Nota 5.4.10. A funcao de distancia introduzida na Definicao 5.4.8 tem as propriedades
esperadas:
dist(z,z) =0, dist(z,y) + dist(y, z) > dist(z, 2),

e dist(x,y) = dist(y, x), para todos os z,y,z € V.

O seguinte resultado afirma a existéncia de certos caminhos/ciclos «compridos» num grafo
finito.

Teorema 5.4.11. Seja G um grafo simples finito.
o G contém um caminho P tal que comp(P) > 6(G).

e Sed(G) > 2, entio G contém um ciclo C tal que comp(C) > 6(G) + 1.

Demonstracio. Como G ¢ finito, s6 ha um nimero finito de caminhos em G. Seja P =

(vo,v1,...,vx) um caminho de maior comprimento em G. Portanto, todos os vizinhos de
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vk pertencem ao caminho porque, se nao, podia-se prolongar o caminho. Portanto,

comp(P) = d(v) = 0(G).

Seja i = min{j | vju, € E}. Entdo, C = (v;,vit1,..., 0, v;) é um ciclo (note-se que
(Ui, Vig1, - - ., V) tem pelo menos trés vertices porque d(vg) > 2) de comprimento d(vg)+1 >
I(G) + 1. ¢

Definigao 5.4.12. Seja G = (V, E,¢) um grafo finito com V # &.

» A cintura g(G) de G é o comprimento de um ciclo de menor comprimento em G
se existe pelo menos um ciclo em G caso contrario g(G) = co.

e Seja v € V. A maior distancia entre v e todos os vértices de G designa-se por
excentricidade de v e denota-se por e(v), isto é,

e(v) = max dist(u, v).

o A maior excentricidade dos seus vértices designa-se por didmetro de G e denota-se
por diam(G).

Nota: diam(G) = max, yex dist(z, y).

o A menor excentricidade dos vértices de G designa-se por raio e denota-se por

r(Q).
« Um vértice v diz-se central quando e(v) = r(G). O conjunto dos vértices centrais
designa-se por centro do grafo.
Exemplo 5.4.13. Considere o seguinte grafo G.
\ | \ I
d e f g \ h
b

N

<

C

1. Determine a cintura do grafo G.
2. Determine a excentricidade dos vértices de G.
3. Determine o raio e o didmetro de G.

4. Determine o centro de G.
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Exemplo 5.4.14. Seja G = (V, E, 1)) um grafo finito com V' # @. Entao,
r(G) < diam(G) < 2r(G).
Recordamos que:

e 7(G) =mi dist :
r(G) min max dis (z,y)

o diam(G) = max dist(z, y).

e dist(z,y) = comprimento do menor caminho entre x e y (ou 00).
Logo, 7(G) < diam(G).

Caso 1: Suponhamos que existem z,y € V com dist(z,y) = oco. Entdo, para todo o z € V|
dist(z,z) = 0o ou dist(z,y) = 0o e por isso r(G) = oo e diam(G) = co.

Caso 2: Suponhamos que dist(z,y) < oo, para todos os x,y € V. Sejam x,y vértices com
a maior distancia dist(z,y) = diam(G) e seja z um vértice central (ou seja, e(z) = r(G)).
Portanto:

diam(G) = dist(z,y) < dist(x, 2) + dist(z,y) < 2e(z) = 2r(G).

5.5 Conexidade

Definicao 5.5.1. Seja G um grafo. Os vértices u e v de G dizem-se conexos quando
existe um caminho entre eles em G. O grafo G diz-se conexo quando G tem pelo menos
um vértice e todos os seus vértices sdo conexos.

Um grafo nao conexo diz-se desconexo.

Nota 5.5.2. De forma semelhante ao que foi dito na Nota 5.4.9, os vértices u e v sao

conexos se e s6 se existe um passeio em G entre eles.

Exemplo 5.5.3. No grafo seguinte, os vértices i e b sdo conexos, mas os vértices j e ¢ nao
Sa0 conexos.

5 —0>x

Nota 5.5.4. Intuitivamente, um grafo conexo deve ter «um nimero suficiente» de arestas

para ligar todos os vértices; ou, por outras palavras, nao pode ter vértices a mais. De facto,
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como verificaremos mais adiante num contexto ligeiramente mais geral (ver o Lema 5.5.9),

num grafo finito conexo verifica-se a férmula v(G) < £(G) + 1.
Nota 5.5.5. A relagao de conexidade num grafo G = (V, W, %) definida por
u ~ v quando u e v SA0 conexos

¢ uma relagao de equivaléncia em V. Isto é, para todos os vértices u, v, w,

o U~ U

e seu~ v, entao v ~ u;

e SeuU~UVEeV~W,entao u ~ w.
Definicao 5.5.6. Os subgrafos induzidos pelas classes de equivaléncia da relacao de

conexidade dizem-se componentes conexas. O nimero de componentes conexas de
G denota-se por cc(G).

Exemplo 5.5.7. O grafo GG representada pela seguinte figura tem duas componentes conexas,
ou seja, cc(G) = 2.

i J

/

5 —0>x

o,

o
on
o

Nota 5.5.8.  « Um grafo G é conexo se e s6 se cc(G) = 1.

o As componentes conexas de um grafo sdo precisamente os subgrafos (induzidos)

CONEX0S MAaTIMaLSs.
Lema 5.5.9. Para cada grafo finito G,

v(G) < e(G) + cc(G).

Demonstracao. Provamos esta afirmagao utilizando indugao sobre o niimero m de arestas
de G. Se o grafo G tem zero arestas, entao v(G) = cc(G). Seja agora m > 0, e suponhamos
que a afirmagao é verdadeira para cada grafo com menos do que m arestas. Escolhemos
uma aresta a de G; por hipétese, V(G — a) < e(G — a) + cc¢(G — a). Portanto:

V(G)=v(G—a)<e(G—a)+cc(G—a)<e(G)—1+cc(G)+1=¢e(G)+cc(G). &
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Defini¢ao 5.5.10. Uma aresta a de um grafo G diz-se ponte (ou uma aresta de
corte) de G quando os pontos extremos de a sdo desconexos em G — a.

Exemplo 5.5.11. No grafo seguinte, a aresta a ¢ uma ponte.

Portanto, uma aresta a de G com pontos extremos u e v é uma ponte precisamente quando
a € a «unica ligacao» entre u e v, ou seja, se e s6 se a componente conexa de u e v em G,
com a aresta a removida, é um subgrafo desconexo de G — a. Portanto, num grafo finito G,
uma aresta a de G é uma ponte se e s6 se cc(G —a) > cc(G), mais concretamente, se e s se
cc(G — a) = cc(G) + 1. O seguinte resultado fornece mais uma descrigdo de uma aresta de

corte.

Teorema 5.5.12. Uma aresta a de um grafo G é uma ponte se e so se a ndao pertence
a nenhum ciclo de G.

Demonstracdo. Sejam u e v os pontos extremos da aresta a de G. Se existia um caminho

u,eq,...,e,ventre u e vem G — a, entao u, ey, ..., e, v,a,u é um ciclo em G. Por outro
lado, se u,a,v,e,...,u é um ciclo em G, entao v,e,...,u é um caminho entre v e u em
G — a, logo, u e v sdo conexos em G — a. ¢

Com o conhecimento adquirido até este momento, podemos resolver agora o problema das
pontes de Konigsberg: sera possivel caminhar pela esta cidade, comegando e terminando
na mesma margem/ilha, de modo que atravessidssemos cada ponte exatamente uma vez?
Recordamos que a informacao essencial do plano da cidade reduz-se ao grafo seguinte,

e, utilizando a linguagem de grafos, a questao é se este grafo admite um circuito que envolve
todas as arestas.
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Definicao 5.5.13. Seja G um grafo finito. Um circuito em G diz-se circuito de Euler
quando contém todas as arestas de G.

O seguinte teorema da-nos um critério util para resolver o problema das pontes de Konigs-
berg.

Teorema 5.5.14. Seja G um grafo finito e conexo. Entdo, G tem um circuito de Euler

se e s0 se todos os vértices de G tem grau par.

Demonstracdo. Para simplificar a apresentacao do argumento, tiramos primeiro todas as
lacetes de G. Notamos que isto nao altera a paridade do grau dos vértices de G, nem a

propriedade de ter um circuito de Euler.

Suponha que G tem um circuito de Euler C' = (vg, e1,v1 ..., €k, vp)-
U1
€1
Vo "o
€k
Vk—1

Seja v um vértice de G. Em cada ocorréncia de v em C' encontramos duas arestas com um
ponto extremo em v. Como C' tem cada aresta de GG precisamente uma vez, deduzimos
que o grau de v é par.

Suponha agora que todos os vértices de G tem grau par. Seja P

€1 €k
.—. ......... . ......... .—.
Vo (%1 V-1 Uk

um trajeto de maior comprimento em G. Logo, P contém todas as arestas com um vértice
em v porque, no caso contrario, se podia prolongar o trajeto P. Logo, como d(vy) é par,

Vg = V. Suponha que existe uma aresta fora de P; neste caso existe uma aresta

Ve—oU;

fora de P com v; em P. Entao,

¢ um trajeto de comprido maior que o comprimento de P, uma contradicao. ¢

Exemplo 5.5.15. No grafo
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que representa o plano da cidade de Konigsberg, os vértices tem grau 3, 5, 3 e 3, respetiva-

mente. Logo, nao existe um circuito de Euler.

Sabendo agora que um tal passeio nao existe, pode-se ainda perguntar se seria possivel
passar exatamente uma vez por todas as pontes, possivelmente acabar o passeio numa outra
margem ou ilha. No entanto, a resposta é a mesma, como se pode verificar com métodos

muito semelhantes.

Definigao 5.5.16. Seja G um grafo finito. Um trajeto em G diz-se trajeto de Euler
quando contém todas as arestas de G.

Teorema 5.5.17. Seja G um grafo finito e conexo. Entdao, G tem um trajeto de Euler
se e s6 se o numero de vértices de grau impar é 0 ou 2.

5.6 Grafos particulares
Definicao 5.6.1. Um grafo simples GG diz-se completo quando todos os pares de vér-
tices diferentes sdao adjacentes. Um grafo G diz-se nulo quando nao tem arestas.

Nota 5.6.2. e A menos de isomorfismo, existe um tnico grafo completo de ordem n €
N. Denota-se este grafo por K, e tem-se €¢(K,) = (")

REURVARR (R 2

K

o (Cada grafo nulo é simples, de facto, os grafos nulos sdo precisamente os grafos
complementares dos grafos completos. Portanto, denotamos o grafo nulo com n

vértices por KC.
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Definigao 5.6.3. Seja £ € N. Um grafo G diz-se k-regular quando todos os seus
vértices tém grau k. Um grafo G diz-se regular quando G é k-regular para algum
k e N.

Exemplo 5.6.4 (Grafos 2-regulares).

OOA ......... .~ o e

Nota 5.6.5. o Os grafos 3-regulares designam-se também por grafos ctibicos.

o O grafo K, é (n—1)-regular. De facto, um grafo simples G com n vértices é (n—1)-
regular se e s6 se G é completo.

e Um grafo G é O-regular se e s6 se GG é um grafo nulo.

Defini¢ao 5.6.6. Um grafo G = (V, E, ) diz-se bipartido quando existem subcon-
juntos XY CVdeVecomV =XUY e XNY = & tais que os grafos G[X] e G[Y] sdo
nulos. O par (X,Y) designa-se por biparticao dos vértices. Neste caso denota-se G
por (X,Y, E,v) (ou simplesmente (X,Y, E) se G é simples).

Nota 5.6.7. Num grafo bipartido, ndo existem arestas entre qualquer par de vértices de X
nem entre qualquer par de vértices de Y; ou seja, cada aresta de G tem um extremo em

X e outro em Y.

Exemplo 5.6.8. A seguir apresentamos um grafo bipartido.

X

Teorema 5.6.9. Um grafo G ¢ bipartido se e so se G nao tem ciclos de comprimento
impar.

Demonstracao. Suponha primeiro que G é bipartido, com as partes X e Y. Seja

um ciclo em G. Sem perda de generalidade, suponhamos que vy € X. Entao, v; € Y, vy €
X,...,v_1 €Y ewvg € X. Portanto, hda um nimero impar de vértices em P e por isso

um numero par de arestas.
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Suponha agora que G = (V, E,v) nao tem ciclos de comprimento impar. Suponhamos
que G é conexo; se for desconexo, pode-se tratar cada componente conexa separadamente.
Seja g € V. Consideremos V =X UY, X NY = @ dada por

X ={z eV |dist(z,zg) é par}, Y ={y eV |dist(y,zo) é impar}.
Suponhamos que existem x, 2’ € X adjacentes, com a aresta a € E. Sejam
P: — @ PR — o P e——o e @ e —>

caminhos de menor comprimento entre xy € x e entre xy e x’, respetivamente. Como

x,x’ € X, estes caminhos tem necessariamente um comprimento de valor par. Portanto,

¢ um passeio fechado de comprimento impar. Seja z o ultimo vértice comum de P e de
P’. A parte (xg,...,z), tanto em P como em P’, é um caminho de menor comprimento

entre xy e z, logo estas partes tém o mesmo comprimento.

a
.—. ......... . ......... .—. ........ .. ......... .—.
Zo z T x z i

Portanto, (z,...,z,a,2’,...2) é um ciclo de comprimento impar em G, uma contradigao.

Do mesmo modo justifique-se que nenhuma aresta de GG tem ambos os pontos extremos
em Y. Logo G é bipartido. ¢

5.7 Problemas de caminho de custo minimo em grafos

Nesta secgao consideremos o problema de encontrar, por exemplo, a melhor ligacao entre
duas cidades ou duas casas como, por exemplo, na Figura 5.1. Para descrever o problema
matematicamente, é 1til representar o mapa por um grafo, onde os vértices representam
cruzamentos e as arestas representam estradas. No entanto, falta ainda a informacao so-
bre o comprimento das estradas, ou o tempo (médio) da viagem numa estrada, ou outra

informacao, depende das preferéncias. Estas consideragoes motivam a seguinte defini¢ao.

Definigao 5.7.1. Um grafo com custos nao negativos nas arestas G = (V, E, W)
¢ dado por um grafos simples (V, E) e uma matriz de custos

W:V xV —[0,00]

tais que, W (u,v) = W(v,u), W(u,u) = 0 e, para todos os u # v € V, W(u,v) = 0o se
uw ¢ F.
Para um caminho P = (vg, v1,...,v;) em G, o custo de P é
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1 12. Tum right onto Rua Passos Manuel 1
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Sm

(onde o + 00 = 00 = 00 + ).

Nota 5.7.2. Como W (u,u) =0, W(u,v) = W(v,u) e W(u,v) =ocoseuv ¢ E e u+# v, em
lugar de W: V x V' — [0, oo] pode-se equivalentemente considerar uma funcao W: E —
[0, 00].

Nota 5.7.3. No que se segue, nao é necessario distinguir entre «as arestas nao existentes»

(recordamos que W (u,v) = oo se uv ¢ E) e as arestas uv em G com W (u,v) = co. Sendo
assim, podemos dispensar E e apenas considerar o par G = (V, W).

Exemplo 5.7.4. A seguir apresentamos uma representagao grafica de um grafo com custos

nao negativos nas arestas.

Dada um grafo (V, W) com custos nao negativos nas arestas e dois vértices, o nosso objetivo

é encontrar um caminho de menor custo entre estes dois vértices. Apresentamos a solucao
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proposta pelo cientista da computacao holandés Edsger Wybe Dijkstra em 1956, conhecido
como o algoritmo de Dijkstra. Notamos primeiro que, se (vg, vq,. .., Ux_1, V) ¢ um caminho
de menor custo entre os vértices vy e v, entdo (vg,vq,...,Uk_1) é um caminho de menor
custo entre vy e vi_1; ou seja, o algoritmo tem de encontrar também o caminho de menor
custo entre vg e os vértices intermédios. De facto, a partir do vértice inicial, o algoritmo
procura o caminho de menor custo para (todos) os outros vértices do grafo, e termina quando
o caminho de menor custo para o vértice terminal é conhecido. Para explicar melhor a ideia,

apresentamos primeiro um exemplo simples.

Exemplo 5.7.5. Consideremos o grafo G com custos nao negativos nas arestas representada

na seguinte figura, com o vértice inicial a e o vértice terminal d.

G

Neste caso nao é dificil de ver que o caminho de menor custo entre a e d é (a,b, f,c,d);
no entanto, tentamos agora encontrar este caminho de forma sistematica. Consideremos
primeiro todos os vizinhos do vértice inicial a: passar de a para b tem custo 1, de a para c
tem custo 4 e de a para d tem custo 6. Portanto, sabemos que (a,b) é o caminho de menor
custo entre a e b, com custo 1, porque todos os outros caminhos a partir de a tem custo
pelo menos 1, de facto, neste caso maior do que 1. Também concluimos que (a,b, f) é o
caminho de menor custo entre a e f em G com o penultimo vértice b, e este caminho tem
custo 2. Consequentemente, podemos dispensar o vértice b e considerar o grafo com custos
nao negativos nas arestas GG; representado na seguinte figura.

\ e
//

G

Agora repetimos o argumento. O vértice f é o vizinho de a de menor custo em G, portanto,
(a,b, f) é o caminho de menor custo entre a e f em G, com custo 2. Além disso, (a, f,c) é
o caminho de menor custo com o peniltimo vértice f entre a e ¢ em Gy, com custo 3. Tal
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como no passo anterior, podemos dispensar o vértice f e passar para o grafo com custos nao
negativos nas arestas Go representado na seguinte figura.

G

De mesmo modo, ¢ é o vizinho de menor custo de a em Gy, portanto, (a, b, f,c) é o caminho
de menor custo entre a e ¢, e (a,b, f,c,d) é o caminho com o peniltimo vértice ¢ de menor
custo entre a e d, com custo 5. Apagando ¢, consideremos

G

Neste grafo, d é o tinico vizinho de a, portanto (a,d) e o caminho de menor custo entre a e
d em G3. Logo, (a,b, f,c,d) é o caminho de menor custo em G entre a e d, com custo 5.

Nota 5.7.6. No exemplo acima, em cada passo houve um wunico vizinho de menor custo
e portanto encontramos o caminho de menor custo entre a e d. No entanto, em geral
pode haver varios caminhos entre o vértice inicial e o vértice terminal com custos iguais.
No desenvolvimento do algoritmo, se num dos passos existem vizinhos com custos iguais,

escolhe-se um destes.

Formulamos agora o algoritmo de Dijkstra detalhadamente. A partir do vértice inicial,
descobre-se sucessivamente um caminho mais curto entro este vértice e certos vértices do
grafo. Para organizar a informacao pertinente, vamos utilizar as seguintes variaveis:

e start = o vértice inicial.

e Para cada vértice v:

— marca(v) = o custo do caminho de menor custo, obtido até o momento, entre

start e v.
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— ant(v) = o antecessor de v # start no caminho de menor custo, obtido até o

momento, entre start e v.

e temp = a lista dos vértices com valores temporarios, ou seja os vértices para os quais

ainda nao se conhece um caminho de menor custo.

e menor = o vértice com o caminho de menor custo, neste momento, a partir do vértice

start.

A seguir descrevemos o desenvolvimento do algoritmo de Dijkstra.

Algoritmo: O algoritmo de Dijkstra

Entrada: Um grafo G = (V, W) com custos nas arestas, um vértice inicial
start e um vértice terminal end;
Resultado: Um caminho de menor custo entre start e end em G;
1 marca(start) = 0;

2 ant(start) = —; /* start nio tem antecessor */
3 temp =V \ {start};

4 para todo v € temp faga

5 marca(v) = oo;

6 ant(v) = —; /* Ainda nio tem antecessor */
7 fim

8 menor — start;

9 repita

10 Caux = 0OC;

11 para todo v € temp faga

12 se marca(v) > marca(menor) + W (menor, v) entao
13 marca(v) = marca(menor) + W (menor, v);
14 ant(v) = menor;

15 fim

16 se marca(v) < Caux entao

17 Caux = mMarca(v);

18 Vaux = U;

19 fim

20 fim

21 temp = temp \{Vaux };

22 | MENOr = Uuyy;

23 até menor = end;

Exemplo 5.7.7. No grafo
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N
\/

com custos nas arestas, procuramos o caminho de menor custo entre o vértice start = a e

o vértice end = d. Organizamos os passos do algoritmo nas linhas da seguinte tabela onde,
para cada vértice v, indicamos o par (marca(v), ant(v)).

a b ¢ d menor | temp

(07_) (OO,—) (007_) (OO’_) a {b7 = d}

(0,a) (1,a) | (o0, —) b {c,d}
(1,a) (3,b) c {d}
(2,¢) d @

Portanto, concluimos que o caminho de menor custo entre a e d tem custo 2 (a primeira
entrada de (2, ¢) na coluna d), e este caminho acabe com (..., ¢, d). Pela tltima entrada da
coluna ¢, o vértice anterior é a, o que de facto é o vértice inicial. Portanto, a caminho de
menor custo de a para d, encontrado pelo algoritmo, é (a,c,d).

5.8 Arvores e florestas

Definicao 5.8.1. Um grafo simples G diz-se uma floresta se GG nao contém ciclos. Uma
floresta conexa designa-se por arvore.

Nota 5.8.2. Uma floresta é um grafo simples cujas componentes conexas sao arvore. Mais
intuitiva: uma floresta é uma colecdo de arvores.

Teorema 5.8.3. Para um grafo G' com pelo menos um vértice, as sequintes afirmacoes
sao equivalentes.

(i) G € uma drvore.
(ii) G ndo tem lacetes e entre cada par de vértices em G existe um unico caminho.
(iii) G é «minimamente conexoy; ou seja, G é conexo e cada aresta é uma ponte.

(iv) G é «mazimamente aciclicoy, ou seja, G nao contém ciclos, mas acrescentando
uma aresta obtém-se um ciclo.
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Demonstragio. (i) = (ii). Se G é uma &arvore, entdo G nado tem ciclos, em particular G
nao tem lacetes. Sejam u e v dois vértices de G. Como G é conexo, existe um caminho
entre v e v. Suponha que P e P’ sdo dois caminhos diferentes entre u e v. Portanto, existe
uma aresta a em P que nao ocorre em P’. Portanto, o subgrafo H dado por P e P’, mas
sem a aresta a, é conexo. Sejam x e y os pontos extremos de a. Logo, existe um caminho
Q = (z,...,y) entre z e y em H. Consequentemente, (z,...,y,a,z) é um ciclo em G,
uma contradigao.

(ii) = (iii). Suponha agora que G nao tem lacetes e entre cada par de vértices em G
existe um tnico caminho. Em particular, G é conexo e simples. Seja a uma aresta em G
com pontos extremos u e v. Por hipdtese, (u,a,v) é o tinico caminho entre u e v em G,
logo, u e v sdo desconexos em G — a, isto €, a é uma ponte.

(iii) = (i). Se G é conexo e cada aresta é¢ uma ponte, entdo G nao contém ciclos (ver o
Teorema 5.5.12) e por isso é uma arvore.

(iii) <= (iv). Como ja observamos, se G é conexo e cada aresta em GG ¢ uma ponte, entao
G nao contém ciclos; além disso, como G é conexo, acrescentar uma aresta produz um
ciclo. Por outro lado, se G nao tem ciclos, entao cada aresta é uma ponte, se G também

é «maximamente aciclico», entao todos os vértices em G ja estao ligados, ou seja, G é

conexo. ’

Definicao 5.8.4. Seja G um grafo. Um subgrafo abrangente 7" de GG diz-se arvore
abrangente de G quando T' é uma arvore.

Nota 5.8.5. Cada grafo finito conexo admite uma arvore abrangente. Por exemplo, pode-

mos escolher um subgrafo «maximamente aciclico».

Continuamos o nosso estudo de arvores com uma observacao simples mas extremamente

util.

Lema 5.8.6. Cada drvore finita com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois
vértices de grau um.

Demonstracao. Considere, por exemplo, os vértices extremos de um caminho de maior

comprimento do grafo. ¢
Nota 5.8.7. Os vértices de grau um de uma arvore diz-se folhas.

Se v é uma folha da arvore T com pelo menos dois vértices, entdao o subgrafo 7' — v também
é uma arvore. Este facto permite reduzir o «tamanho» de uma arvore e portanto aplicar
argumentos indutivos. Este técnica ja ¢ util na prova do seguinte resultado.

Lema 5.8.8. Uma drvore com n vértices tem precisamente n — 1 arestas.

Demonstracdo. Provamos esta afirmagao utilizando indugao sobre o nimero n de vértices
da arvore T'. Sendo conexo, T' tem pelo menos um vértice. Se n = 1, entdo 1" nao tem
arestas porque, sendo um grafo aciclico, ndo tem lacetes. Seja agora n > 2 e suponha

que a afirmacao é verdadeira para todas as arvores com menos do que n vértices. Seja v
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uma folha de T'. Portanto, T'— v é uma arvore; por hipotese da indugao, T'— v tem n — 2
arestas. Logo, T tem n — 1 arestas. ¢

De facto, esta relagdo entre o nimero de arestas e o nimero de vértices carateriza as arvores

entre os grafos conexos.

Teorema 5.8.9. Um grafo finito G conexo com n vértices é uma drvore se e so se G
tem n — 1 arestas.

Demonstragcao. Suponha que G tem n vértices e n — 1 arestas e seja T uma arvore abran-

gente de GG. Logo, T' tem n — 1 arestas, portanto G = T' é uma arvore. ¢

Temos um resultado muito semelhante para grafos aciclicos:

Teorema 5.8.10. Um grafo finito G sem ciclos com n > 1 vértices é uma drvore se e
so se G tem n — 1 arestas.

Como um grafo sem ciclos é uma floresta, o teorema acima pode-se justificar utilizando o
seguinte resultado.

Teorema 5.8.11. Um grafo finito G é uma floresta se e sé se
(@) = v(G) — cc(G).

Demonstragcio. Suponhamos que G é uma floresta e sejam Gy,..., G, as componentes
conexas de G. Logo, cc(G) =k e

«(G)=€¢(Gr)+ - +€e(Gr) e v(G)=v(G)+- - +v(Gy).

Para cada it = 1,2,...,k, €(G;) = v(G;) — 1 (ver o Lema 5.8.8), portanto,

«(G)=v(G) -k
Suponha agora que €(G) — v(G) + cc(G) = 0 e sejam Gy, ..., Gy as componentes conexas
de G. Logo,
0= (e(Gh) —v(G1)+ 1)+ + (e(Gr) — v(Gy) + 1);
>0 >0
ouseja, €(G;)—v(G;)+1 =0, paracadai = 1,..., k. Pelo Teorema 5.8.9, cada componente
conexa é uma arvore. Portanto, G é uma floresta. ¢

Nota 5.8.12. Se G’ é uma arvore, entao obtemos a formula ja conhecida:
e«(G) =v(G) -1
Portanto, num grafo conexo obtemos outra vez (ver a Nota 5.5.4)

¢(G) > e¢(uma arvore abrangente) = v(G) — 1.
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Definigao 5.8.13. Para um grafo finito G, 7(G) denota o nimero de arvores abran-
gentes de G.

Exemplo 5.8.14. Para alguns grafos particulares G, calculamos agora o nimero 7(G).

« Para cada grafo conexo G, 7(G) > 1, se G é desconexo, entdo 7(G) = 0. Portanto,

7(G) = 0 se e s6 se G é desconexo.
e Se G é uma &arvore, entdao 7(G) = 1 porque a Unica arvore abrangente de G é G.

e Se G é um ciclo com k arestas, entdao 7(G) = k

o "o

‘o

As arvores abrangentes de GG sao da forma G — a.

N
e SeG = (k arestas paralelas), entao 7(G) = k. As arvores abrangentes de G
sao precisamente as arestas de G.

e Se G = dois subgrafos G; e G5 unidos por uma ponte ou por um unico vértice em
comum, entdo 7(G) = 7(G1) - 7(G3).

N
=

De facto, as arvores abrangentes de G correspondem aos pares (717, 73) onde T} é uma

arvore abrangente de G e Ty é uma arvore abrangente de Gs.

Apresentamos agora uma construcao com grafos que reduz o niimero de arestas e assim é

util para calcular o nimero de arvores abrangentes recursivamente.

Seja G = (V, E,1¢) um grafo e seja a € E com ¢(a) = {z,y}. Denotamos por G//a o grafo
obtido a partir de G por fusdo de x e y. Mais concretamente, G //a = (V', E’, ') onde

V' =V\{a.y}Ufu), B =E\{a}

e ¥(e) = ¢/(e) para toda a aresta e € E com 9(e) N {x,y} = &, em todos os outros casos

Y'(e) é dado por 1(e) com v, em lugar de = respetivamente y.
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Exemplo 5.8.15.

G G//a

Nota 5.8.16. Seja G um grafo finito e seja a uma aresta de GG. Por definigao,
e(G//a) = €(G) — 1.
Nota 5.8.17. Seja G um grafo finito e sejam a, b arestas distintas de G. Entao,
(GJja) = b= (G —b)//a,

ou seja, a operacao de fusao de extremos de arestas comuta com a operacao de eliminagao
de arestas.

Teorema 5.8.18. Seja G um grafo finito e conexo seja a uma aresta de G' que nao é

um lacete. Entao,

7(G) =7(G —a) + 7(G//a).

Demonstracao. De facto

7(G) = |{as drvores sem a}| + |{as arvores com a}| = 7(G — a) + 7(G//a). ¢

Nota 5.8.19. o Se a em um lacete em G, entdo 7(G) = 7(G — a).

o Para ’U.in‘l em G com d(vy) =1: 7(G) = 7(G — vy).

Exemplo 5.8.20. Apresentamos um pequeno exemplo onde utilizamos o Teorema 5.8.18
para calcular o nimero de arvores abrangentes de um grafo G. Para simplificar a notacao,

no que se segue nao escrevemos os «nomesy dos vértices. Comegamos por recordar que
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Portanto, selecionando a aresta «vermelhay, calculamos:

g =7 + (060 0)

N\

—4+2.2=38

Apresentamos ainda mais uma férmula para o cdlculo do niimero de arvores abrangentes de
um grafo, conhecido como a férmula de Cayley.'

Teorema 5.8.21. Para cada n > 1, o nimero de drvores com n vértices (etiquetadas)

én" 2.

Tiramos logo uma consequéncia importante:
Corolério 5.8.22. Para cadan > 1, 7(K,) = n" 2,

Existem varias maneiras de justificar o Teorema 5.8.21, apresentamos aqui uma técnica
introduzida pelo matematico alemao Heinz Priifer em 1918.

Para n = 1, temos 7(K;) =1 =1"'. Sejam n > 2 e V um conjunto de n elementos. Vamos
estabilizemos uma bijecao entre

o conjunto de todas as drvores T' = (V, E)

o conjunto de todas as sequéncias (ay,as,...,a,_o) em V de comprimento n — 2.

Daqui segue imediatamente que o nimero de arvores T = (V, E) é n"2.

Para simplificar a notacao, no que se segue consideremos que V' C N, assim temos natural-
mente uma ordem total em V. Em primeiro lugar, definimos a fun¢do pruefer que, para
cada arvore T' = (V, E) com |V| = n > 2, calcula uma certa sequéncia (ai,as, ..., a, 2)
em V', de modo que esta sequéncia permite reconstruir a arvore T'. Por exemplo, se V tem
precisamente dois elementos, entao s6 hd uma tnica arvore (V, E') onde os dois vértices estao
ligados. A esta drvore associamos a lista vazia (). Se |V| = 3, entdo dois dos vértices sdo
folhas e o terceiro vértice tem grau dois, ambas as folhas estao ligadas a este vértice. Por-
tanto, para reconstruir 7" neste caso, basta saber qual dos vértices em V nao é uma folha.
Neste sentido, associamos a 1" a sequéncia

(o tinico vértice de T' que nao é folha)

! Arthur Cayley (1821 — 1895), matemadtico britanico.
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de comprimento um em V. Para generalizar o procedimento para n > 2, consideremos este
caso de uma perspetiva ligeiramente diferente. Sabendo que dois dos seus vértices sao folhas,
escolhemos o menor deles, denotamos este vértice por v. Como T'— v é uma arvore, os outros
dois vértices tem de estar ligados. Portanto, para recuperar a arvore, basta saber a tnica
ligacao de v ao arvore T' — v. Por isso associamos a T a sequéncia

(o tinico vizinho da menor folha de T),

notamos que este vizinho nao é uma folha de 7. Em geral, a ideia central é a mesma:
removemos sucessivamente as folhas de T', e recordamos a tnica ligagao desta folha ao resto
da arvore. Concretamente, para |V| =n > 2 e uma arvore 7' = (V, E), procuramos a menor
folha v e, sendo u o unico vizinho de v em T, associamos a T' e sequéncia com a cabega u (a
ligacao de v ao resto da arvore) e a cauda dada pela sequéncia correspondente a arvore T'— v
(o que codifica o resto da arvore). Portanto, podemos definir pruefer na forma recursiva de
seguinte modo:

pruefer(uma arvore de dois vértices) = a lista vazia () em V
pruefer(7T') = (u,pruefer(T’ —v)) em V
onde
v = a menor folha de T

u = 0 Unico vizinho de v em T

A sequéncia (ay, as, .. .,a,_9) associada a arvore T' diz-se cddigo de Priifer de T'. A seguir

descrevemos o algoritmo para calcular o cédigo de Priifer na forma iterativa.

Algoritmo: A codificacao de Priifer
Entrada: Uma arvore T' com n vértices;

Resultado: O cédigo (aq,as, ..., a, 2) de Prifer de T}
1 T = a arvore em consideracao;
21=1;

3 enquanto T tem mais do que dois vértices faga

4 procurar o menor vértice v em 7" com grau 1 (a menor folha);

5 a; = o0 Unico vizinho de v;

6 T=T-v,; /* o que ainda é uma arvore */
7 1=1+1;

8 fim

Exemplo 5.8.23. O codigo de Priifer da arvore 7" dada por
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é a sequéncia pruefer(7T) = (3,4,3) em V = {1,2,3,4,5}.

Nota 5.8.24. Cada vértice v de uma arvore T aparece d(v) — 1 no codigo de Priifer
(a1,...,an_9) de T. Em particular, um vértice v € V é uma folha de T' = (V, E) se
e somente se v nao ocorre em (ay, ..., a,_2).

Procedemos agora a descricao da fungao inversa unpruefer de pruefer que, dada um con-
junto V' de n vértices e uma sequéncia (aq,as,...,a, 2) em V, calcula a arvore correspon-
dente. Notamos primeiro que

e sen = 2, entdo a sequéncia ¢ vazia o a arvore correspondente liga os dois vértices de
v,

« os elementos de V' que ndo ocorrem em (aq, as, . . ., a,_») sdo precisamente as folhas da
arvore correspondente. Para n > 2, sendo v o menor elemento de V' que nao ocorre em
(ay,as,...,a,_2), entdo a arvore com vértices em V' e com o codigo (a,as, ..., a, 2)
é a arvore em V' \ {v} com o cbdigo (as,...,a,_2), ligando ainda v e a;.

Portanto, definimos:

unpruefer(a lista vazia em V') = a tnica arvore (V, E)
unpruefer((a,resto) em V) = unpruefer(resto em V' \ {v}) + ligar v e a
onde
v = o menor elemento de V' que

nao ocorre em (a, resto)

Teorema 5.8.25. Seja V' C N um conjunto com |V| = n > 2. Para cada sequéncia

(a1,...,an—2) emV a cada drvore T = (V, E), verificam-se as igualdades

pruefer(unpruefer((ai,...,a,—2) em V) = (ay,...,a,—2) em V,

unpruefer(pruefer(7)) =T.

Portanto, pruefer e unpruefer definem funcoes bijetivas entre o conjunto de todas
as darvores T = (V, E) e o conjunto de todas as sequéncias (ay,as,...,a, o) em V de
comprimento n — 2.

O algoritmo de decodificacao de Priifer podemos também descrever da forma iterativa.
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Algoritmo: A decodificagao de Priifer;

Entrada: Uma sequéncia (a1, as,...,a,2) em V com |V|=n > 2;
Resultado: A arvore (V, E) com o codigo (ay, as,...,a, 2)
1 P=(ay,a9,...,a, 9);

N

L = a lista ordenada dos vértices (de comprimento n);
E =g,

enquanto L tem mais do que dois elementos faga

x = o menor elemento em L que nao pertence a P;
y = o primeiro elemento de P;

Ligar x e y, ou seja, £ = E'U {zy};

L = L tirando z;

P = P tirando y;

© o N oo ok~ W

10 fim

11 Ligar os dois elementos de L, ou seja, £ = E U {os dois elementos de L};

Exemplo 5.8.26. Com P = (3,4,3) e L = (1,2,3,4,5), obtemos a arvore
1 d)

porque, sucessivamente, ligamos

1. 3el,
2. 4e?2,
3. 3ede,

finalmente, 3 e 5.

5.9 Arvores abrangentes de custo minimo

| Nesta seccao consideremos apenas grafos finitos.

Tal como na Secgao 5.7, consideremos nesta secgao grafos (finitos) G = (V, E) com uma
funcao

W: E — |0, 0]

de custos nao negativos nas arestas. Dada um subgrafo H de G, com o conjunto de arestas
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E' C E, definimos o custo de H como

S We)
ecE'’
Dada um tal grafo GG, procuramos uma arvore abrangente de custo minimo em (. Para
resolver este problema, apresentamos dois algoritmos: o algoritmo de Prim?” e o algoritmo de
Kruskal’. Estes algoritmos sdo muito semelhantes, e comecamos por explicar a ideia comum.

Primeiro, alguma notacao.

Defini¢ao 5.9.1. Sejam G = (V, E) um grafo conexo com custos nao negativos nas
arestas W: E — [0,00] e E/ C E um conjunto de arestas que faz parte de uma arvore
abrangente de G de custo minimo. Uma aresta a € E diz-se segura para E’ quando
E’'U{a} faz parte de uma arvore abrangente de G de custo minimo.

Exemplo 5.9.2. Considere o grafo G representada pela seguinte figura.

Com E' = {12}, a aresta 24 é segura para E’, mas a aresta 23 nao é segura para FE'.

De modo geral, ambos os algoritmos utilizem o seguinte principio, apenas diferem na escolha
da aresta segura no passo 2.

1. F'=02.

2. Enquanto T = (V, E’) ndo é uma arvore abrangente de G:
» Encontre uma aresta a € F'\ E’ segura para FE'.
« F'=FE'U{a}.
e Saltar para o inicio de 2.

3. Devolver a arvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo.

Uma aresta a € E \ E’ segura para E’ realmente existe? E se sim, como encontrar? Para

poder responder a estas questoes, introduzimos ainda mais notacao.

Definicao 5.9.3. Seja G = (V, E)) um grafo conexo com W: E — [0, oc].

« Um corte de G ¢é uma particao {S,V \ S} de V.

2Robert Clay Prim (1921 — 2021) matemético e informético estadunidense.
3Joseph Bernard Kruskal (1928 — 2010) matemaético, estatistico, informatico e psicometrista estadunidense.
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o Uma aresta a € E ultrapassa o corte quando um extremo pertence ao S e o
outro ao V' \ S.

e Um corte {S,V \ S} respeita um conjunto £’ C F de arestas quando nenhuma
aresta de E’ ultrapassa o corte.

o Finalmente, uma aresta a € F diz-se leve ultrapassando o corte {5,V \ S}
quando a ultrapassa o corte e tem custo minimo entre todas as arestas que ultra-
passam o corte.

O seguinte resultado descreve um critério para determinar uma aresta segura.

Teorema 5.9.4. Seja G = (V, E) um grafo conexo com W: E — [0,00]. Suponha que
E' C E faz parte de uma drvore abrangente de G de custo minimo e seja {S,V \ S} um
corte de V' que respeita E'. Se uv € E € leve ultrapassando o corte; entao, uv é sequra
para E'.

Demonstragio. Seja T uma arvore abrangente de GG de custo minimo que inclui E’. Se uw
pertence a T, entao uv é segura para F’.

Suponha que uv nao pertence a T'. Procuramos uma arvore abrangente 7" de GG de custo
minimo que inclui £’ U {uv}.

Como T é uma arvore, existe um tnico caminho entre u e v em 7. Juntando uv a este
caminho obtém-se um ciclo em G. Como a aresta uv ultrapassa o corte {S,V \ S}, uma
aresta do caminho entre v e v em T também ultrapassa o corte {S,V \ S}; digamos a
aresta xy. Temos que zy ¢ E’ porque o corte respeita E’'. Portanto, 7" =T — xy + uv é
uma arvore abrangente de G' que inclui £’ U {uv}.

Como uv é uma aresta leve ultrapassando o corte e zy também ultrapassa o corte, W (uv) <
W (xy). Portanto,

W(T) =W(T) - W(zy) + W(uv) < W(T);

mas, como 7' é de custo minimo, W(T') = W (T"). Portanto, 7" é uma &rvore abrangente
de G de custo minimo. ¢

Corolario 5.9.5. Seja G = (V, E) um grafo conexo com W: E — [0,00]. Suponha que
E' C E faz parte de uma drvore abrangente de G de custo minimo, e seja C' = (Vg, E¢)
uma componente conexa (ou seja, drvore) da floresta (V,E'). Se a € E é uma aresta

leve que liga C' a uma outra componente conexa de (V, E'), entdao a € sequra para E'.

Demonstragio. Considere o corte (Vo, V' \ Vo). ¢

Aos algoritmos de Kruskal e de Prim utilizam ambos o Corolédrio 5.9.5 para determinar uma

aresta segura, mas de forma diferente. Comecamos por explicar o algoritmo de Kruskal.
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Algoritmo: O algoritmo de Kruskal
Entrada: Um grafo conexo G = (V, E) com W: E — [0, o<];
Resultado: Uma drvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo;

1 Ordenar as arestas de G por ordem nao decrescente do seu custo: (aq, ..., an)
com W(ay) < W(ag) <--- < Wi(an);

E' = g;
1 =1;
enquanto 7' = (V, E’) ndo é coneza faga

se (V, E' U{a;}) ndo tem ciclos entdao

‘ E' = F' U{a;};
fim
=1+ 1;

N

o N o oA~ ®

9 fim

Notamos que o algoritmo acrescenta em cada passo uma aresta de menor custo que ligue
duas componentes conexas da floresta (V) E’), por isso é segura pelo Corolario 5.9.5.

Exemplo 5.9.6. Consideremos o seguinte grafo G = (V, E) com custos nao negativos nas
arestas.

a
7
5 p—O ¢
X/
5
d 1 e
6 9
/N
f 11 g

Para aplicar o algoritmo de Kruskal, comecamos por ordenar as arestas de G por ordem nao
decrescente do seu custo:

ad, ce, df, ab, be, bc, ef, bd, eg, fg, de.

Agora obtemos:
1. =9
2. F' = {ad}

3. E' = {ad, ce}
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4. E' = {ad, ce, df}

5. E' ={ad, ce, df, ab}

6. E' = {ad, ce, df, ab, be}

7. E' ={ad, ce, df, ab, be}, bc ¢ E’
8. E' = {ad, ce, df, ab, be}, ef ¢ F’
9. F' = {ad, ce, df, ab, be}, bd ¢ £’
10. E' = {ad, ce, df, ab, be, eg}

Neste momento observamos que o grafo (V, E’) é conexo,

a
7
5 p—2 ¢
X/
9 5
d 1 e
6 9
/N
f 11 g

portanto, T' = (V, E’) é uma &rvore abrangente de G de custo minimo, com W (T') = 39.

Finalmente, apresentamos o algoritmo de Prim.

Algoritmo: O algoritmo de Prim
Entrada: Um grafo conexo G = (V, E) com W: E — [0, co];
Resultado: Uma &drvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo;

[y

Escolher um vértice u € V;
Vi ={u};

E' = g;

enquanto V' # V faga

N

[S SR )

Entre todas as arestas vw € F com v € V' e w ¢ V', determinar uma
aresta v*w* de menor custo;

V' =V'U{w'};

E' =FE U{e};

i =]

s fim

Notamos que o algoritmo acrescenta em cada passo uma aresta de menor custo que ligue a
componente conexa V' de (V, E’) a um elemento de V' \ V', por isso é segura pelo Corola-



178 CAPITULO 5 ELEMENTOS DA TEORIA DOS GRAFOS

rio H.9.5.

Exemplo 5.9.7. Consideremos outra vez o grafo (V, F') com custos nao negativos nas arestas
do Exemplo 5.9.6.

Escolhemos, por exemplo, o vértice d, e:
1. V'={d}, F' =02
2. V' ={d,a}, E' = {ad}
3. V'={d,a, f}, E' ={ad,df}
4. V' ={d,a, f,b}, E' = {ad,df,ab}
5. V' ={d,a, f,b,e}, E' = {ad,df,ab,be}
6. V' ={d,a, f,be,c}, E' ={ad,df,ab,be,ec}
7. V' =A{d,a, f,b,e,c,g}, E' ={ad,df,ab,be,ec,eq}

Como V' =V, podemos terminar aqui e T = (V, E’) é uma arvore abrangente de G
de custo minimo, com W (T') = 39.
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