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1. ARVORES E FLORESTAS



ARVORES E FLORESTAS

Definicao
Um grafo simples G diz-se uma se G nao contém ciclos?. Uma
floresta conexa designa-se por

dEquivalentemente: ndo contém circuitos.



ARVORES E FLORESTAS

Definicao

Um grafo simples G diz-se uma se G nao contém ciclos. Uma
floresta conexa designa-se por

Nota

Uma floresta € um grafo simples cujas componentes conexas sao arvore.

Mais intuitiva: Uma floresta € uma colegao de arvores.



ARVORES E FLORESTAS

Definicao
Um grafo simples G diz-se uma se G nao contém ciclos. Uma
floresta conexa designa-se por

Nota
Uma floresta € um grafo simples cujas componentes conexas sao arvore.

Exemplo (Arvore)




ARVORES E FLORESTAS

Definicao
Um grafo simples G diz-se uma se G nao contém ciclos. Uma
floresta conexa designa-se por

Nota
Uma floresta € um grafo simples cujas componentes conexas sao arvore.

Exemplo (Arvore)

Acrescentando a aresta a, o grafo ja nao & uma arvore.



CARATERIZAGAO DE ARVORES E ARVORES ABRANGENTES

Teorema

Para um grafo G com pelo menos um vértice, as seguintes afirmagoes
sdo equivalentes.

(i) G é uma arvore.



CARATERIZAGAO DE ARVORES E ARVORES ABRANGENTES

Teorema

Para um grafo G com pelo menos um vértice, as seguintes afirmagoes
sdo equivalentes.

(i) G é uma arvore.

(ii) Entre cada par de vértices em G existe um (inico caminho.

Nota: Em particular, G é simples.



CARATERIZAGAO DE ARVORES E ARVORES ABRANGENTES

Teorema

Para um grafo G com pelo menos um vértice, as seguintes afirmagoes
sdo equivalentes.

(i) G éuma arvore.
(ii) Entre cada par de vértices em G existe um (inico caminho.

(iii) G é «minimamente conexo»; ou seja, G é conexo e cada aresta é uma
ponte.



CARATERIZAGAO DE ARVORES E ARVORES ABRANGENTES

Teorema

Para um grafo G com pelo menos um vértice, as seguintes afirmagoes
sdo equivalentes.

(i) G éuma arvore.
(ii) Entre cada par de vértices em G existe um (inico caminho.

(iii) G é «minimamente conexo»; ou seja, G é conexo e cada aresta é uma
ponte.

(iv) G e «maximamente aciclico», ou seja, G ndo contém ciclos, mas
acrescentando uma aresta obtém-se um ciclo.
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CARATERIZAGAO DE ARVORES E ARVORES ABRANGENTES

Teorema

Para um grafo G com pelo menos um vértice, as seguintes afirmagoes
sdo equivalentes.

(i) G é uma arvore.

(ii) G é «minimamente conexo»; ou seja, G é conexo e cada aresta é uma
ponte.

(iii) G é «maximamente aciclico», ou seja, G ndo contém ciclos, mas
acrescentando uma aresta obtém-se um ciclo.
Definicao

Seja G um grafo. Um subgrafo abrangente T de G diz-se
de G quando T € uma arvore.



CARATERIZAGAO DE ARVORES E ARVORES ABRANGENTES

Teorema

Para um grafo G com pelo menos um vértice, as seguintes afirmagoes
sdo equivalentes.

(i) G é uma arvore.

(ii) G é «minimamente conexo»; ou seja, G é conexo e cada aresta é uma
ponte.

(iii) G é «maximamente aciclico», ou seja, G ndo contém ciclos, mas
acrescentando uma aresta obtém-se um ciclo.
Definicao

Seja G um grafo. Um subgrafo abrangente T de G diz-se
de G quando T € uma arvore.

Corolario

Cada grafo finito conexo admite uma arvore abrangente. (Por exemplo,
podemos escolher um subgrafo «maximamente aciclico».)



PROPRIEDADES DE ARVORES

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vertices tem pelo menos dois
vertices de grau 1 (chamado folhas).



PROPRIEDADES DE ARVORES

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vertices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Demonstragao.

(Ver o exercicio 26 da folha 5.)

Considere, por exemplo, os vértices extremos do caminho mais
comprido do grafo. O



PROPRIEDADES DE ARVORES

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vertices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Lema

Uma arvore com n veértices tem precisamente n — 1 arestas.



PROPRIEDADES DE ARVORES

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Lema

Uma arvore com n veértices tem precisamente n — 1 arestas.

Demonstragao.

Inducao sobre o nimero n de vértices da arvore T.



PROPRIEDADES DE ARVORES

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Lema

Uma arvore com n veértices tem precisamente n — 1 arestas.

Demonstragao.
Inducao sobre o nimero n de vértices da arvore T.
« n = 1: Claro!!



PROPRIEDADES DE ARVORES )

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Lema

Uma arvore com n veértices tem precisamente n — 1 arestas.

Demonstragao.
Inducao sobre o nimero n de vértices da arvore T.
« n = 1: Claro!!

- Seja n > 2 e suponha que a afirmacao é verdadeira para todas as
arvores com menos do que n vertices.



PROPRIEDADES DE ARVORES )

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Lema

Uma arvore com n veértices tem precisamente n — 1 arestas.

Demonstragao.
Inducao sobre o nimero n de vértices da arvore T.
+ n = 1: Claro!!
- Seja n > 2 e suponha que a afirmacao é verdadeira para todas as

arvores com menos do que n vértices. Seja v uma folha de T.
Portanto, T — v € uma arvore;



PROPRIEDADES DE ARVORES

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Lema

Uma arvore com n veértices tem precisamente n — 1 arestas.

Demonstragao.
Inducao sobre o nimero n de vértices da arvore T.
« n = 1: Claro!!
- Seja n > 2 e suponha que a afirmacao é verdadeira para todas as
arvores com menos do que n vértices. Seja v uma folha de T.

Portanto, T — v € uma arvore; por hipotese da indugao, T — v tem
n — 2 arestas.



PROPRIEDADES DE ARVORES

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Lema

Uma arvore com n veértices tem precisamente n — 1 arestas.

Demonstragao.
Inducao sobre o nimero n de vértices da arvore T.
« n = 1: Claro!!
- Seja n > 2 e suponha que a afirmacao é verdadeira para todas as
arvores com menos do que n vértices. Seja v uma folha de T.

Portanto, T — v € uma arvore; por hipotese da indugao, T — v tem
n — 2 arestas. Logo, T tem n — 1 arestas.



PROPRIEDADES DE ARVORES

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vertices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Lema

Uma arvore com n veértices tem precisamente n — 1 arestas.

Teorema

Um grafo G conexo com n vértices é uma arvore se e sé se G tem n — 1
arestas.



PROPRIEDADES DE ARVORES )

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Lema

Uma arvore com n veértices tem precisamente n — 1 arestas.

Teorema

Um grafo G conexo com n vértices é uma arvore se e sé se G tem n — 1
arestas.

Demonstracgao.
Suponha que G tem n — 1 arestas



PROPRIEDADES DE ARVORES )

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Lema

Uma arvore com n veértices tem precisamente n — 1 arestas.

Teorema

Um grafo G conexo com n vértices é uma arvore se e sé se G tem n — 1
arestas.

Demonstracgao.
Suponha que G tem n — 1 arestas e seja T uma arvore abrangente de G.



PROPRIEDADES DE ARVORES )

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Lema

Uma arvore com n veértices tem precisamente n — 1 arestas.

Teorema

Um grafo G conexo com n vértices é uma arvore se e sé se G tem n — 1
arestas.

Demonstracgao.

Suponha que G tem n — 1 arestas e seja T uma arvore abrangente de G.
Logo, T tem n — 1 arestas, ]



PROPRIEDADES DE ARVORES )

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Lema

Uma arvore com n veértices tem precisamente n — 1 arestas.

Teorema

Um grafo G conexo com n vértices é uma arvore se e sé se G tem n — 1
arestas.

Demonstracgao.

Suponha que G tem n — 1 arestas e seja T uma arvore abrangente de G.
Logo, T tem n — 1 arestas, portanto G = T & uma arvore. O



PROPRIEDADES DE ARVORES

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Lema

Uma arvore com n veértices tem precisamente n — 1 arestas.

Teorema

Um grafo G conexo com n vértices é uma arvore se e sé se G tem n — 1
arestas.

Teorema

Um grafo G sem ciclos com n > 1 vertices € uma arvore se e s6 se G tem
n — 1 arestas.



PROPRIEDADES DE ARVORES

Lema

Cada arvore finita com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois
vértices de grau 1 (chamado ).

Lema

Uma arvore com n veértices tem precisamente n — 1 arestas.

Teorema

Um grafo G conexo com n vértices é uma arvore se e sé se G tem n — 1
arestas.

Teorema

Um grafo G sem ciclos com n > 1 vertices € uma arvore se e s6 se G tem
n — 1 arestas.

Demonstracao.

TPC (ja nao ha espaco ... mas ver seguinte teorema). O



UMA CARATERIZAGAO DE FLORESTAS

Teorema
Um grafo finito G é uma floresta se e so se

¢(G) = v(G) — cc(G).



UMA CARATERIZAGAO DE FLORESTAS

Teorema
Um grafo finito G é uma floresta se e so se

¢(G) = v(G) — cc(G).

Nota
Se G € uma arvore, obtemos a formula ja conhecida:

e(G) = v(G) — 1.
Portanto, num grafo conexo temos

€(G) > e(uma arvore abrangente) = v(G) — 1.



UMA CARATERIZAGAO DE FLORESTAS

Teorema
Um grafo finito G é uma floresta se e so se

¢(G) = v(G) — cc(G).

Demonstracao.



UMA CARATERIZAGAO DE FLORESTAS

Teorema
Um grafo finito G é uma floresta se e so se

¢(G) = 1(G) — cc(G).

Demonstracao.
Suponhamos que G é uma floresta e sejam G, .. ., G, as componentes co-
nexas de G.



UMA CARATERIZAGAO DE FLORESTAS

Teorema
Um grafo finito G é uma floresta se e so se

¢(G) = 1(G) — cc(G).

Demonstracao.
Suponhamos que G é uma floresta e sejam G, .. ., G, as componentes co-
nexas de G. Logo, cc(G) =k e

€(G) = €(Gy) + - +¢(Gy) e v(G)=u(G)+ -+ (G



UMA CARATERIZAGAO DE FLORESTAS

Teorema
Um grafo finito G é uma floresta se e so se

¢(G) = 1(G) — cc(G).

Demonstracao.

Suponhamos que G é uma floresta e sejam G, .. ., G, as componentes co-
nexas de G. Logo, cc(G) =k e

€(G) = €(Gy) + - +¢(Gy) e v(G)=u(G)+ -+ (G

Para cadai = 1,2,...,R, ¢(G;) = v(G;) — 1 (o lema anterior para arvores),



UMA CARATERIZAGAO DE FLORESTAS

Teorema
Um grafo finito G é uma floresta se e so se

¢(G) = 1(G) — cc(G).

Demonstracao.

Suponhamos que G é uma floresta e sejam G, .. ., G, as componentes co-
nexas de G. Logo, cc(G) =k e

€(G) = €(Gy) + - +¢(Gy) e v(G)=u(G)+ -+ (G

Para cadai = 1,2,...,R, ¢(G;) = v(G;) — 1 (o lema anterior para arvores),
portanto,
¢(G) = v(G) — k.



UMA CARATERIZAGAO DE FLORESTAS

Teorema
Um grafo finito G é uma floresta se e so se

¢(G) = 1(G) — cc(G).

Demonstracao.
Suponha agora que ¢(G) — v(G) + cc(G) = 0 e sejam G, ..., G, as compo-
nentes conexas de G.



UMA CARATERIZAGAO DE FLORESTAS

Teorema
Um grafo finito G é uma floresta se e so se

€(G) = v(G) — cc(G).
Demonstracao.

Suponha agora que ¢(G) — v(G) + cc(G) = 0 e sejam G, ..., G, as compo-
nentes conexas de G. Logo,

0 = (e(Gy) — v(Gy) + 1)+ - - + (e(Gg) — v(Gg) + 1);

>o0 >0




UMA CARATERIZAGAO DE FLORESTAS

Teorema
Um grafo finito G é uma floresta se e so se

¢(G) = 1(G) — cc(G).

Demonstracao.
Suponha agora que ¢(G) — v(G) + cc(G) = 0 e sejam G, ..., G, as compo-
nentes conexas de G. Logo,

0 = (e(Gq) — v(Gy) + 1)+ - - - + (e(Gg) — v(Gg) +1);

>o0 >0

ou seja, €(G;) —v(G;)+1=o0,paracadai=1,...,k



UMA CARATERIZAGAO DE FLORESTAS

Teorema
Um grafo finito G é uma floresta se e so se

¢(G) = 1(G) — cc(G).

Demonstracao.
Suponha agora que ¢(G) — v(G) + cc(G) = 0 e sejam G, ..., G, as compo-
nentes conexas de G. Logo,

0 = (e(Gq) — v(Gy) + 1)+ - - - + (e(Gg) — v(Gg) +1);

>o0 >0

ou seja, ¢(G;) —v(G;) +1 =0, paracadai =1,..., k. Pelo teorema anterior
(sobre arvores), cada componente conexa € uma arvore. Portanto, G é

uma floresta.
O



O NUMERO DE ARVORES ABRANGENTES (8)

Definicao

Para um grafo finito G, 7(G) denota o nimero de arvores abrangentes de
G.



O NUMERO DE ARVORES ABRANGENTES

Definicao

Para um grafo finito G, denota o

Alguns casos particulares
+ 7(G) =0 <= G é desconexo.



O NUMERO DE ARVORES ABRANGENTES

Definicao

Para um grafo finito G, denota o

Alguns casos particulares
+ 7(G) =0 <= G é desconexo.

« 7(G) =1 <= G é uma arvore.



O NUMERO DE ARVORES ABRANGENTES

Definicao

Para um grafo finito G, denota o

Alguns casos particulares
+ 7(G) =0 <= G é desconexo.
« 7(G) =1 <= G é uma arvore.

- Se G é um ciclo com R arestas, entao 7(G) = k

As arvores abrangentes de G sao da forma G — a.



O NUMERO DE ARVORES ABRANGENTES

Definicao

Para um grafo finito G, denota o

Alguns casos particulares
+ 7(G) =0 <= G é desconexo.
« 7(G) =1 <= G é uma arvore.

- Se G é um ciclo com R arestas, entao 7(G) = k

+SeG= @ (k arestas paralelas), entdo 7(G) = k.

As arvores abrangentes de G sao precisamente as arestas de G.



O NUMERO DE ARVORES ABRANGENTES

Definicao

Para um grafo finito G, denota o

Alguns casos particulares
+ 7(G) =0 <= G é desconexo.
« 7(G) =1 <= G é uma arvore.

- Se G é um ciclo com R arestas, entao 7(G) = k

+SeG= @ (k arestas paralelas), entdo 7(G) = k.

+ Se G = dois subgrafos G, e G, unidos por uma ponte ou por um
Unico véertice em comum, entao 7(G) = 7(G,) - 7(G,).

./




O NUMERO DE ARVORES ABRANGENTES

Definicao

Para um grafo finito G, denota o

Alguns casos particulares
+ 7(G) =0 <= G é desconexo.
« 7(G) =1 <= G é uma arvore.

- Se G é um ciclo com R arestas, entao 7(G) = k

+SeG= @ (k arestas paralelas), entdo 7(G) = k.

+ Se G = dois subgrafos G, e G, unidos por uma ponte ou por um
Unico véertice em comum, entao 7(G) = 7(G,) - 7(G,).

De facto, as arvores abrangentes de G correspondem aos pares
(T,,T,) onde T, € uma arvore abrangente de G, e T, € uma arvore
abrangente de G,.



«REDUZIR» GRAFOS

Fusao de extremos de uma aresta

Seja G = (V,E,+) um grafo e seja a € E com ¢(a) = {x,y}. Denotamos
por G//a o grafo obtido a partir de G por dexey.

Exemplo

<+ A

G//a




«REDUZIR» GRAFOS

Fusao de extremos de uma aresta

Seja G = (V,E,+) um grafo e seja a € E com ¢(a) = {x,y}. Denotamos
por G//a o grafo obtido a partir de G por de x e y. Mais
concretamente, G//a = (V',E’, ') onde

=VA\{xytu{ve}, E=E\{a}

e y(e) = ¢’'(e) para toda a aresta e € E com ¢(e) N {x,y} = &, em todos
0s outros casos ¢’(e) é dado por #(e) com v, em lugar de x
respetivamente y.

Exemplo

<+ A

G//a




PROPRIEDADES

Nota
Seja G um grafo finito e seja a uma aresta de G. Por definicao,

€(G//a) = €(G) — 1.



PROPRIEDADES

Nota
Seja G um grafo finito e seja a uma aresta de G. Por definicao,

€(G//a) = €(G) — 1.

Teorema
Seja G um grafo finito e sejam a, b arestas distintas de G. Entdo,

(G//a) - b= (G- b)//a,

ou seja, a operacao de fusdo de extremos de arestas comuta com a
operacdo de eliminacdo de arestas.



UMA FORMULA RECURSIVA PARA O CALCULO DE 7(G)

Teorema

Seja G um grafo finito e conexo seja a € E(G) uma aresta de G que ndo é
um lacete. Entdo,
7(G) = 7(G — a) + 7(G//a).



UMA FORMULA RECURSIVA PARA O CALCULO DE 7(G)

Teorema

Seja G um grafo finito e conexo seja a € E(G) uma aresta de G que ndo é
um lacete. Entdo,

7(G) = 7(G — a) + 7(G//a).

Demonstracgao.
Temos

7(G) = |as arvores sem a}| + |{as arvores com a}|
= O



UMA FORMULA RECURSIVA PARA O CALCULO DE 7(G)

Teorema

Seja G um grafo finito e conexo seja a € E(G) uma aresta de G que ndo é
um lacete. Entdo,

7(G) = 7(G — a) + 7(G//a).

Demonstracgao.
Temos

7(G) = |as arvores sem a}| + |{as arvores com a}|
=7(G—a) O



UMA FORMULA RECURSIVA PARA O CALCULO DE 7(G)

Teorema

Seja G um grafo finito e conexo seja a € E(G) uma aresta de G que ndo é
um lacete. Entdo,

7(G) = 7(G — a) + 7(G//a).

Demonstracgao.
Temos

7(G) = |as arvores sem a}| + |{as arvores com a}|
=7(G—a)+7(G//a). O



UMA FORMULA RECURSIVA PARA O CALCULO DE 7(G)

Teorema

Seja G um grafo finito e conexo seja a € E(G) uma aresta de G que ndo é
um lacete. Entdo,

7(G) = 7(G — a) + 7(G//a).

Demonstracgao.
Temos

7(G) = |as arvores sem a}| + [{as arvores com a}|
=7(G —a) + 7(G//a). O

Nota
- Se a em um lacete em G, entao 7(G) = 7(G — a).



UMA FORMULA RECURSIVA PARA O CALCULO DE 7(G)

Teorema

Seja G um grafo finito e conexo seja a € E(G) uma aresta de G que ndo é
um lacete. Entdo,

7(G) = 7(G — a) + 7(G//a).

Demonstracgao.
Temos

7(G) = |as arvores sem a}| + [{as arvores com a}|
=7(G —a) + 7(G//a). O

Nota
- Se a em um lacete em G, entao 7(G) = 7(G — a).

- Para \/01‘7 em G com d(v;) = 1: 7(G) = 7(G — v).
(0] 1
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Para cada n > 1, o nimero de arvores com n vértices (etiquetadas) é n"—2,

Referéncia

[3 CAYLEY, ARTHUR (1889). «A theorem
on trees». Em: The Quarterly Journal of
Mathematics 23, pp. 376-378.

Arthur Cayley (1821 - 1895), matematico britanico.
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Para cada n > 1, o nimero de arvores com n vértices (etiquetadas) é n"—2,

Referéncia

[3 CAYLEY, ARTHUR (1889). «A theorem
on trees». Em: The Quarterly Journal of
Mathematics 23, pp. 376-378.

Arthur Cayley (1821 - 1895), matematico britanico.

Corolario
Para cada n > 1, 7(Kp) = n"—2.
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[d BORCHARDT, CARL WILHELM (1861). «Uber eine
Interpolationsformel fiir eine Art symmetrischer Functionen und
iiber deren Anwendung». Em: Math. Abh. der Akademie der
Wissenschaften zu Berlin (1-20).

- Mais recente (utilizando séries formais):
[3 JovAL, ANDRE (1981). «Une théorie combinatoire des séries
formelles». Em: Advances in Mathematics 42.(1), pp. 1-82.
Mais acessivel:

[d LASTARIA, FEDERICO G. (2000). «An invitation to combinatorial
species». URL:
http://math.unipa.it/~grim/ELastaria221-236.PDF.

- Utilizando os (ja a seguir ... ).


http://math.unipa.it/~grim/ELastaria221-230.PDF

Os cODIGOS DE PRUFER

Aideia
Sejam n > 2 e V um conjunto de n elementos (tipicamente
V ={1,2,...,n}). Estabilizemos uma bijecdo entre

o conjunto de todas as arvores T = (V, E)

o0 conjunto de todas as sequéncias (a4, a,, . ..,An_,) de comprimento
n—2coma;eV.

Prifer, Heinz (1918). «Neuer Beweis eines Satzes iiber Permutationen».
Em: Archiv der Mathematik und Physik 27, pp. 742-744.
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V ={1,2,...,n}). Estabilizemos uma bijecdo entre

o conjunto de todas as arvores T = (V, E)

o0 conjunto de todas as sequéncias (a4, a,, . ..,An_,) de comprimento
n—2coma;eV.

A sequéncia (a4, @, ...,0a,_,) associada a arvore T diz-se
de T.

Consequentemente, o nimero de arvores T = (V,E) & n"—2.

Prifer, Heinz (1918). «Neuer Beweis eines Satzes iiber Permutationen».
Em: Archiv der Mathematik und Physik 27, pp. 742-744.
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O procedimento

Sejam n > 2 e V um conjunto de n elementos. Definimos a fungao

de seguinte maneira. Em primeiro lugar, escolhemos uma ordem total

pruefer: {arvoresem V} — {(a,,...,an—>) | G; € V}

em V, e depois aplicamos o seguinte algoritmo:

Al

o U~ W N

T = a arvore em consideragao, i = 1.

. Se T tem dois (ou menos) vértices, Parar.

. procurar o menor vértice v com grau 1 (a menor folha).

a; = o Unico vizinho de v.

T=T-v(oqueainda éuma arvore!) ei=i+1.

. Voltar para 2.
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O procedimento

Sejam n > 2 e V um conjunto de n elementos. Definimos a fungao
pruefer: {arvoresem V} — {(a,,...,an—>) | G; € V}

de seguinte maneira. Em primeiro lugar, escolhemos uma ordem total

em V, e depois aplicamos o seguinte algoritmo:

Ou de forma recursiva:

pruefer(arvore de dois vértices) = a lista vazia
pruefer(T) = (u,pruefer(T —v))
onde
v = a menor folha de T

u = o UnicovizinhodevemT
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Exemplo
A arvore T:

N

5

O codigo de Priferde T: pruefer(T) = (3,4,3).

Nota
Cada veértice v aparece d(v) — 1vezes em (@, ..., Q).
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Definimos a funcao

unpruefer: {(ai,...,an_,) | a; € V} — {arvores em V}
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(1) P=asequéncia (a,,

...,0n_,) dada, L = a lista ordenada dos
vertices.

(2) Se L tem comprimento dois (e portanto P tem comprimento zero),
entao ligar os dois vértices correspondentes e Parar.
(3) Considerar o menor elemento em L que nao pertencea P, e o

primeiro elemento de P. Ligar as dois vértices correspondentes e
remover estes elementos das respetivas listas.

(4) Voltar para 2.



A DECODIFICACAO DE PRUFER

O procedimento

Sejam n > 2 e V um conjunto de n elementos totalmente ordenado.
Definimos a funcao

unpruefer: {(ai,...,an_,) | a; € V} — {arvores em V}
de seguinte maneira:
Ou de forma recursiva:
unpruefer(a lista vazia) = a arvore com dois vértices
unpruefer((a, resto)) = unpruefer(resto) + ligarve a
onde

v = 0 menor elemento de V que

nao ocorre em (a, resto)



UM EXEMPLO

Exemplo
Consideremos P = (3,4,3) e L = (1,2,3,4,5).

2 4 3



UM EXEMPLO

Exemplo
Consideremos P = (3,4,3) e L = (1,2,3,4,5).



UM EXEMPLO

Exemplo
Consideremos P = (3,4,3) e L = (1,2,3,4,5).

4 3



UM EXEMPLO

Exemplo
Consideremos P = (3,4,3) e L = (1,2,3,4,5).




UM EXEMPLO

Exemplo
Consideremos P = (3,4,3) e L = (1,2,3,4,5).

2 4 3

4




UM EXEMPLO

Exemplo
Consideremos P = (3,4,3) e L = (1,2,3,4,5).

Para comparar




UM EXEMPLO

Exemplo
Consideremos P = (3,4,3) e L = (1,2,3,4,5).

Teorema
Verificam-se as igualdades

prueferounpruefer =id e unprueferopruefer =id,

logo unpruefer = pruefer™’



UM EXEMPLO

Exemplo

Consideremos P = (3,4,3) e L = (1,2,3,4,5).

Teorema
Verificam-se as igualdades

prueferounpruefer =id e unprueferopruefer =id,

logo unpruefer = pruefer ' e porisso pruefer e unpruefer sdo
funcoes bijetivas.



2. ARVORES ABRANGENTES DE CUSTO MINIMO



ARVORES ABRANGENTES DE CUSTO MiNIMO

O contexto
Consideremos grafos finitos G = (V, E, ¢)) com uma funcao

W: E— [0, 0]

de «custos nas arestas».



ARVORES ABRANGENTES DE CUSTO MiNIMO

O contexto
Consideremos grafos finitos G = (V, E, ¢)) com uma funcao

W: E— [0, 0]

de «custos nas arestas». Dada um subgrafo H de G (com o conjunto de
arestas E’ C E), definimos o «custo de H» como

> we).

eck’



ARVORES ABRANGENTES DE CUSTO MiNIMO

O contexto
Consideremos grafos finitos G = (V, E, ¢)) com uma funcao

W: E— [0, 0]

de «custos nas arestas». Dada um subgrafo H de G (com o conjunto de
arestas E’ C E), definimos o «custo de H» como

> we).

eck’

0 objetivo
Para um grafo conexo finito G = (V, E,v)) com W: E — [0, o0,



ARVORES ABRANGENTES DE CUSTO MiNIMO

O contexto
Consideremos grafos finitos G = (V, E, ¢)) com uma funcao

W: E— [0, 0]

de «custos nas arestas». Dada um subgrafo H de G (com o conjunto de
arestas E’ C E), definimos o «custo de H» como

> we).

eck’

0 objetivo
Para um grafo conexo finito G = (V, E,v)) com W: E — [0, o0,

Convencao: A partir de agora todos os grafos sao finitos.



ARVORES ABRANGENTES DE CUSTO MiNIMO

Dois algoritmos
+ 0 algoritmo de Kruskal.

[3 KRUSKAL, JOSEPH B. (1956). «On the shortest spanning subtree of
a graph and the traveling salesman problem». Em: Proceedings of
the American Mathematical Society 7.(1), pp. 48-50.

+ 0O algoritmo de Prim.

[4 PRIM, ROBERT C. (1957). «Shortest connection networks and
some generalization». Em: Bell System Technical Journal 36.(6),
pp. 1389-1401.

Joseph Bernard Kruskal (1928 - 2010) matematico, estatistico, informatico e psicometrista
estadunidense, e Robert Clay Prim (1921) matematico e informatico estadunidense.



i\RVORES ABRANGENTES DE CUSTO MiNIMO

Dois algoritmos
Ver também:

[§ BOROVKA, OTAKAR (1926). «O jistém problému minimalnim [About a
minimal problem]». Em: Prace Moravské Prirodovédecké Spolecnosti 3.(3),
pp. 37-58.

[4 JARNiK, VOJTECH (1930). «O jistém problému minimalnim [About a
minimal problem]». Em: Prace Moravské Prirodovédecké Spolecnosti 6.(4),
pp. 57-63.

[ MARES, MARTIN (2008). «The saga of minimum spanning trees.». Em:
Computer Science Review 2.(3), pp. 165-221.
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Sejam G = (V, E,+) um grafo conexo com W: E — [0,00] e E/ C E um
conjunto de arestas que faz parte de uma arvore abrangente de G de
custo minimo. Uma aresta a € E diz-se quando E’' U {a}
faz parte de uma arvore abrangente de G de custo minimo.

Exemplo

Com E’ = {12}, a aresta 24 é segura para E’ mas a aresta 23 nao é segura
para E’.
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A IDEIA GERAL

Alguma notagao

Sejam G = (V, E,+) um grafo conexo com W: E — [0,00] e E/ C E um
conjunto de arestas que faz parte de uma arvore abrangente de G de
custo minimo. Uma aresta a € E diz-se quando E’' U {a}
faz parte de uma arvore abrangente de G de custo minimo.

Descri¢ao do algoritmo «genérico»
1. E=2.
2. Enquanto T = (V,E’) ndo € uma arvore abrangente de G:

« Encontre uma «aresta a € E \ E’ segura para E'».
« E=F uU{a}.
- Saltar para o inicio de 2.
3. Devolver a arvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo.
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pertence ao S e o outro ao V' \ S.
+ Um corte {S,V \ S} um conjunto E’ C E de arestas
quando nenhuma aresta de E’ «ultrapassa o corte».

+ Finalmente, a € E &€ uma aresta
{S,V'\ S} quando a ultrapassa o corte e tem custo minimo entre
todas as arestas que ultrapassam o corte.
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todas as arestas que ultrapassam o corte.
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Seja G = (V, E, ) um grafo conexo com W: E — [0, oc]. Suponha que
E' C E faz parte de uma arvore abrangente de G de custo minimo e seja
{S,V\ S} um corte de V que respeita E'.
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Mais notacdo (apenas para o proximo teorema)
Seja G = (V, E,v) um grafo conexo com W: E — [0, oq].
+ Um de G é uma partigao {S,V\ S} de V.
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pertence ao Se o outro ao V'\ S.
+ Um corte {S,V \ S} um conjunto E’ C E de arestas
quando nenhuma aresta de E’ «ultrapassa o corte».

+ Finalmente, a € E &€ uma aresta
{S,V'\ S} quando a ultrapassa o corte e tem custo minimo entre
todas as arestas que ultrapassam o corte.

Teorema

Seja G = (V, E, ) um grafo conexo com W: E — [0, oc]. Suponha que

E' C E faz parte de uma arvore abrangente de G de custo minimo e seja
{S,V\ S} um corte de V que respeita E'. Se a € E é «leve ultrapassando o
corte», entdo a é «segura para E'».
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corte»; entdo, a é «segura para E’».
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Teorema

Seja G = (V, E, ) um grafo conexo com W: E — [0, oc]. Suponha que

E' C E faz parte de uma arvore abrangente de G de custo minimo e seja
{S,V\ S} um corte de V que respeita E'. Se a € E é «leve ultrapassando o
corte»; entdo, a é «segura para E’».

Demonstracgao.

Seja T uma arvore abrangente de G de custo minimo que inclui E’ e
p(a) = uv.
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Teorema

Seja G = (V, E, ) um grafo conexo com W: E — [0, oc]. Suponha que

E' C E faz parte de uma arvore abrangente de G de custo minimo e seja
{S,V\ S} um corte de V que respeita E'. Se a € E é «leve ultrapassando o
corte»; entdo, a é «segura para E’».

Demonstracgao.

Seja T uma arvore abrangente de G de custo minimo que inclui E’ e
(a) = uv. Se a pertence a T, entao «ganhamos».



A DEMONSTRACAO DO TEOREMA (25)

Teorema

Seja G = (V, E, ) um grafo conexo com W: E — [0, oc]. Suponha que

E' C E faz parte de uma arvore abrangente de G de custo minimo e seja
{S,V\ S} um corte de V que respeita E'. Se a € E é «leve ultrapassando o
corte»; entdo, a é «segura para E’».

Demonstracgao.
Seja T uma arvore abrangente de G de custo minimo que inclui E’ e
(a) = uv. Suponha que a nao pertence aT.

Objetivo: Obter uma arvore abrangente T’ de G de custo minimo que
inclui £’ U {a}.
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{S,V\ S} um corte de V que respeita E'. Se a € E é «leve ultrapassando o
corte»; entdo, a é «segura para E’».

Demonstracgao.

Seja T uma arvore abrangente de G de custo minimo que inclui E’ e
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Juntando a ao caminho entre u e vem T @ um ciclo.
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Teorema
Seja G = (V, E, ) um grafo conexo com W: E — [0, oc]. Suponha que
E' C E faz parte de uma arvore abrangente de G de custo minimo e seja
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«ultrapassa o corte {S,V \ S}», uma aresta do caminho entre uevem T
também «ultrapassa o corte {S,V\ S}»; digamos b com v(b) = xy.
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Teorema
Seja G = (V, E, ) um grafo conexo com W: E — [0, oc]. Suponha que
E' C E faz parte de uma arvore abrangente de G de custo minimo e seja

{S,V\ S} um corte de V que respeita E'. Se a € E é «leve ultrapassando o
corte»; entdo, a é «segura para E’».

Demonstracgao.

Seja T uma arvore abrangente de G de custo minimo que inclui E’ e
(a) = uv. Suponha que a nao pertence aT.

Juntando a ao caminho entre u e v em T & um ciclo. Como a aresta a
«ultrapassa o corte {S,V \ S}», uma aresta do caminho entre uevem T
também «ultrapassa o corte {S,V \ S}»; digamos b com ¢(b) = xy. Temos
que b ¢ E’' porque o corte respeita E’. Portanto, 7" = T —b + a € uma
arvore abrangente de G que inclui E’ U {a}.
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Teorema
Seja G = (V, E, ) um grafo conexo com W: E — [0, oc]. Suponha que
E' C E faz parte de uma arvore abrangente de G de custo minimo e seja

{S,V\ S} um corte de V que respeita E'. Se a € E é «leve ultrapassando o
corte»; entdo, a é «segura para E’».

Demonstracgao.

Seja T uma arvore abrangente de G de custo minimo que inclui E’ e
(a) = uv. Suponha que a nao pertence aT.

Juntando a ao caminho entre u e v em T & um ciclo. Como a aresta a
«ultrapassa o corte {S,V \ S}», uma aresta do caminho entre uevem T
também «ultrapassa o corte {S,V \ S}»; digamos b com ¢(b) = xy. Temos
que b ¢ E’' porque o corte respeita E’. Portanto, 7" = T —b + a € uma
arvore abrangente de G que inclui E’ U {a}.

Falta provar que T — a’ + a € de custo minimo.
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Teorema

Seja G = (V, E, ) um grafo conexo com W: E — [0, oc]. Suponha que

E' C E faz parte de uma arvore abrangente de G de custo minimo e seja
{S,V\ S} um corte de V que respeita E'. Se a € E é «leve ultrapassando o
corte»; entdo, a é «segura para E’».

Demonstracgao.

Seja T uma arvore abrangente de G de custo minimo que inclui E’ e
(a) = uv. Suponha que a nao pertence aT.

Como a é uma aresta «leve ultrapassando o corte» e b também «ultra-
passa o corte», W(a) < W(b). Portanto,

W(T") = W(T) — W(b) + W(a) < W(T);



A DEMONSTRACAO DO TEOREMA (25)

Teorema
Seja G = (V, E, ) um grafo conexo com W: E — [0, oc]. Suponha que
E' C E faz parte de uma arvore abrangente de G de custo minimo e seja

{S,V\ S} um corte de V que respeita E'. Se a € E é «leve ultrapassando o
corte»; entdo, a é «segura para E’».

Demonstracgao.

Seja T uma arvore abrangente de G de custo minimo que inclui E’ e
(a) = uv. Suponha que a nao pertence aT.

Como a é uma aresta «leve ultrapassando o corte» e b também «ultra-
passa o corte», W(a) < W(b). Portanto,

W(T") = W(T) — W(b) + W(a) < W(T);

mas, como T é de custo minimo, W(T) = W(T’).



O ALGORITMO DE KRUSKAL

Descricao do algoritmo

Consideramos um grafo conexo G = (V,E,v)) e W: E — [0, o0].

4. Devolver a arvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo.
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Descricao do algoritmo
Consideramos um grafo conexo G = (V,E,v)) e W: E — [0, o0].

1. Ordenar as arestas (a,...,an) de G por ordem nao decrescente do
seu custo; ou seja,

W(a,) < W(a,) <--- < W(am).

4. Devolver a arvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo.
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1. Ordenar as arestas (a,...,an) de G por ordem nao decrescente do
seu custo; ou seja,

W(a,) < W(a,) <--- < W(am).

2. F=g,i=1.

4. Devolver a arvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo.
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3. Enquanto T = (V, E’) ndo é conexa:

4. Devolver a arvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo.



O ALGORITMO DE KRUSKAL

Descricao do algoritmo
Consideramos um grafo conexo G = (V,E,v)) e W: E — [0, o0].

1. Ordenar as arestas (a,...,an) de G por ordem nao decrescente do
seu custo; ou seja,

W(a,) < W(a,) <--- < W(am).

2. F=g,i=1.
3. Enquanto T = (V, E’) ndo é conexa:
- Se (V,E' U{a;}) nao tem ciclos, entao E' = £’ U {a;}.

4. Devolver a arvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo.



O ALGORITMO DE KRUSKAL

Descricao do algoritmo
Consideramos um grafo conexo G = (V,E,v)) e W: E — [0, o0].

1. Ordenar as arestas (a,...,an) de G por ordem nao decrescente do
seu custo; ou seja,

W(a,) < W(a,) <--- < W(am).

2. F=g,i=1.

3. Enquanto T = (V, E’) ndo é conexa:
- Se (V,E' U{a;}) nao tem ciclos, entao E' = £’ U {a;}.
ci=i+1
- Saltar para o inicio de 3.

4. Devolver a arvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo.



O ALGORITMO DE KRUSKAL

Exemplo

Ordenar as arestas: ad, ce, df, ab, be, b, ef, bd, eg, fg, de.

1. E=2 a




O ALGORITMO DE KRUSKAL

Exemplo
Ordenar as arestas: , ce, df, ab, be, bc, ef, bd, eg, fg, de.

1. =2 a

2. E' ={ad} 7

5 b 8 (9
7
9 5
d b e




O ALGORITMO DE KRUSKAL

Exemplo

Ordenar as arestas: ad, ce, df, ab, be, b, ef, bd, eg, fg, de.

1. E=2 a
2. E' ={ad} 7
3. E' = {ad,ce}
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O ALGORITMO DE KRUSKAL

Exemplo

Ordenar as arestas: ad, ce, df, ab, be, b, ef, bd, eg, fg, de.

1. E=0o a
2. E' ={ad} 7
3. E' = {ad,ce}
4. E' = {ad,ce,df} 5 b ; C
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O ALGORITMO DE KRUSKAL

Exemplo

Ordenar as arestas:

1. E=2

2. E' ={ad}

3. E' = {ad,ce}

4. E' = {ad,ce,df}

5. E' = {ad,ce,df,ab}

ad, ce, df,

, be, bg, ef, bd, eg, fg, de.
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Exemplo
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6. E' — {ad,ce,dfab,be} 9 \ %
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Exemplo
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O ALGORITMO DE KRUSKAL

Exemplo
Ordenar as arestas: ad, ce, df, ab, be, b€, ef, bd, eg, fg, de.

1. E=2 a

2. E' = {ad} 7

3. E' = {ad,ce}

4. E' = {ad,ce,df} 5 b e c
5. E' = {ad,ce,df,ab} 7
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7. E' = {ad,ce,df,ab,be}, bc ¢ E’ d © e

8. F' = {ad,ce,dfab,be}, ef ¢ F’ 6 9
9. E' = {ad,ce,dfab,be}, bd ¢ E :

10. E' = {ad,ce,dfab,be eg} f—29



O ALGORITMO DE KRUSKAL

Exemplo
Ordenar as arestas: ad, ce, df, ab, be, b€, ef, bd, eg, fg, de.

1. E=2 a
2. E' = {ad} 7
3. E' = {ad,ce}
4. E' = {ad,ce,df} 5 b — c
5. E' = {ad,ce,df,ab} 7
6. E' = {ad,ce,dfab,be} 9 \ %
7. E' = {ad,ce,df,ab,be}, bc ¢ E’ d © e
8. E' = {ad,ce,df,ab,be}, ef ¢ E’ 6 / Y
9. E' = {ad,ce,dfab,be}, bd ¢ E &

10. E' = {ad,ce,dfab,be,eg} f——09

Terminar: O grafo T = (V, E’) & conexo. W(T) = 39.
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Descricao do algoritmo
Consideramos um grafo conexo G = (V,E,¢) e W: E — [0, o0].

4. Devolver a arvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo.
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Descricao do algoritmo
Consideramos um grafo conexo G = (V,E,¢) e W: E — [0, o0].

1. Escolher um vértice u € V.

4. Devolver a arvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo.
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Descricao do algoritmo

Consideramos um grafo conexo G = (V,E,¢) e W: E — [0, o0].
1. Escolher um veértice u € V.
2.V ={u}teF =o.

4. Devolver a arvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo.
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Descricao do algoritmo

Consideramos um grafo conexo G = (V,E,¢) e W: E — [0, o0].
1. Escolher um veértice u € V.
2.V ={u}teF =o.

3. Enquanto V' G V:

4. Devolver a arvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo.



O ALGORITMO DE PRIM

Descricao do algoritmo

Consideramos um grafo conexo G = (V,E,¢) e W: E — [0, o0].
1. Escolher um veértice u € V.
2.V ={u}teF =o.

3. Enquanto V' G V:
- Entre todas as arestas e € E com

wle)=ww, vev, wgV,

determinar uma aresta de menor custo: e* com (e*) = vw*,
vieVewr ¢ V.

4. Devolver a arvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo.



O ALGORITMO DE PRIM

Descricao do algoritmo
Consideramos um grafo conexo G = (V,E,¢) e W: E — [0, o0].
1. Escolher um veértice u € V.
2.V ={uleF =g2.
3. Enquanto V' G V:
- Entre todas as arestas e € E com

pe)=w, veV, we¢V,
determinar uma aresta de menor custo: e* com (e*) = vw*,
vieVewr ¢ V.
V' =V U{w'}, E=FEU{e}.
- Saltar para o inicio de 3.
4. Devolver a arvore abrangente (V, E’) de G de custo minimo.
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Exemplo
Escolhemos o vertice d.

1.V ={d,E=0o a
\
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O ALGORITMO DE PRIM

Exemplo
Escolhemos o vertice d.

1.V ={d,F=0 a
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O ALGORITMO DE PRIM

Exemplo
Escolhemos o vertice d.

LV ={d,F=0 a
2. V' ={d,a},E' = {ad} \
3.V = {d7a’f}7f/ = {ad,df} 5 b ; C
7
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O ALGORITMO DE PRIM

Exemplo
Escolhemos o vertice d.

LV ={d,F=0 a
2. V' ={d,a},E' = {ad} \
3.V = {d7a’f}7f/ = {ad,df} 5 b ; C
4. V' ={d,a,f,b}, 7
E' — {ad, df, ab} 9 \ A
15
d e
6 9
8 1
f——9g
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O ALGORITMO DE PRIM

Exemplo
Escolhemos o vertice d.

1.V ={d},F =0 a
2. V' = {d,a},E = {ad} \
3.V = {d,a,f},E = {ad, df}
4 V' ={d,af,b}, /

E = {ad, df ab} \ /
5. V' ={d,a,f,b,e},

E' = {ad, df, ab, be} \ / \
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O ALGORITMO DE PRIM

Exemplo
Escolhemos o vertice d.

1.V ={d},F =0 a
2. V' = {d,a},E = {ad} \
3.V = {d,a,f},E = {ad, df}
4 V' = {d,a,f,b}, /

E' = {ad,df,ab} \ /
5. V' ={d,a,f,b,e},

E' = {ad, df, ab, be}
6. V' = {d,a,f,b.e,c}, / \

E' = {ad, df,ab, be, ec}
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O ALGORITMO DE PRIM

Exemplo
Escolhemos o vertice d.

1.V ={d,F=0 a

2. V= {dva}7 E = {Gd} \
LV ={d E' = {ad,d
3 {d,a,f}, {ad, df} s " 8 c
4. Vl = {d7ayf7 b}' 7
E' = {ad, df, ab} > \ A
5. V' = {d,a,f,b,e}, d ° e
E' = {ad, df, ab, be} 6 9
6. V' ={d,a,f,b,e,c}, A \
E' = {ad, df, ab, be, ec} f " g

7' Vl:{d7a’f’b7e7c7g}7
E’' = {ad,df,ab, be,ec,eg}
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O ALGORITMO DE PRIM

Exemplo
Escolhemos o vertice d.

1.V ={d,F=0 a

2. V' = {d,a},E = {ad} \
3.V = {d,a,f},E = {ad, df}
4 V' = {d,a,f,b}, /
E' = {ad,df,ab} \ /
5. V' ={d,a,f,b,e},

E' = {ad, df, ab, be}
6. V' ={d,a,f,b,e,c}, / \
E' = {ad, df,ab, be, ec}

7' Vl:{d7a’f’b7e7c7g}’
E' = {ad, df,ab, be, ec, eg} Terminar: V' = V. W(V,E") = 39.
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O ALGORITMO DE PRIM

Exemplo
Escolhemos o vertice d.

1.V ={d},F =0 a

2. V' = {d,a},E = {ad} \

3.V = {d,a,f},E = {ad, df} .

4. v/’:{d,a,f,b}, / \ /
E = {ad, df ab}

5. V' ={d,a,f,b,e},

E' = {ad, df, ab, be}
6. V' ={d,a,f,b,e,cl \ / \

E' = {ad, df,ab, be, ec} g
7' Vl:{d7a’f’b7e7c7g}’
E' = {ad, df,ab, be, ec, eg} Terminar: V' = V. W(V,E") = 39.

Grafos em BTgX e tikz:
http://www.texample.net/tikz/examples/prims-algorithm/
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