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Vetores
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Matematica dos vetores
Vetor a definido pela direcao e magnitude

|d| = mddulo ou norma = intensidade, magnitude ou comprimento de a

Multiplicagao por um escalar

c
—)
¢ = Aa outro vetor, mesma direc3o, magnitude diferente
c| = [Alla]
Vetor unitario: [ tem |[i|]=1

Usado para indicar direcao e sentido ex.

Q)

I
§¢| Qu
0
Qu
I
=
Q)



Soma de 2 vetores
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Produto escalar i b= |a] |B| cos 6

b b x_
bsin 6
)
a b cos 6 a

C

projecao de b na direc3o (e sentido) de a

também chamado produto interno

 Maximo quando os vetores sao alinhados
e Zero quando sao perpendiculares
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Produto vetorial axb=|al||b|sinfp

é um vetor perpendicular a ambos os vetores \ vetor unitario perpendicular
. aoplanodeae b
b
p
7,
9 . N
a Sentido de p

a><b$

também chamado produto externo «3*
#p

 Maximo quando os vetores sao perpendiculares
e Zero quando sao paralelos

Sl
X
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I

|
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X
@l
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Vetores em referenciais cartesianos

2 dimensoOes

Y Posicoes dos pontos
Ay o A
Origem (0,0)
Aem (A, 4y)=(2,3)
| | O | 1I4x I X
Bem (-1.5,-2.5)
‘ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
B
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Vetores em referenciais cartesianos

2 dimensdes Posicdo A também indicada por um vetor a,

do origem ao ponto A.

Y a=ad,+da
=a, y
Ay --------------------------------- o A
a,, componente paralelo ao eixo X
A a &y componente paralelo ao eixo Y
J
0| ; JA w  Vetores unitarios I e J para indicar os eixos:
X N N
a, = A,l dy, = Ayj
- A A
B‘ ******************** a=A,1+A4y]
A, =d, -1
Ay =ay -]



Vetores em coordenadas polares

2 dimensoes O vetor 7 é definido por dois valores:

Y
(x,y) coordenadas cartesianas
r x=71-1=|F|cosB
y iy y=7-]=|F|sin0
0 y ou
0 X (r,0) coordenadas polares

r=I7l= Jx?+y?

6 = cos 1(x//x% + y?)

= sin"'(y/yx% + y?)



3 dimensoOes
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Vetores em referenciais cartesianos

y
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3 dimensoOes
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Vetores em referenciais cartesianos

y

Qu
I

= (ax' Ay, az)
=a,l+ a,j+ a,k

ld| =\[a926+a32,+a§
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Vetores em referenciais cartesianos

Soma de vetores
d+b=(ax+by a,+b,, a,+b,)

Produto escalar

Qu

b = (a,l+ ayf + azk)- (byl + byj+ b,k)
= aybyl-1+ ayby,j-j+ a,b k- k
desde que i-j=1-k=j-k=0

= ayby + a,b, + a,b, escalar



Vetores em referenciais cartesianos

Produto vetorial ~

i7 ok
axb=|a, a, a,
b, b, b,
= (ayb, — a, b))+ (asby — a, b,)j + (axh, — a, by)k
EX. ) ) 7 j I’e
LX]J=11 0 0
0O 1 0

=0—-0i+0—- 0j+(1—- 0Ok

=k



Vetores em referenciais cartesianos

Igualdade entre vetores d=a,l+ ayj+ ask
b= b i+ b,j+ b,k

(ax = b,

C_i = )b S < ay == by

4z = b,

C, = a, — b,
a

Ay
|l
QU
|
S
)
‘Q
|l

y




Problemas
A. Considere d=(1,2,0) e b=(3,-2,2).

Calcule

a) A suasoma

b) A sua diferenca

c) O seu produto escalar
d) O seu produto vetorial

B. Considere a=(2,1,0) e B:(l,Z,O). (Vetores a duas dimensoes, pois ambos tem z=0)

Calcule
a) O moddulo de cada vetor e o angulo que formam.
b) O seu produto vetorial






Forgas alteram o movimento

Forcas que actuam a distancia (forcas fundamentais)

Forca gravitacional Forca elétrica Forca magnética Forca nuclear

Field forces

T eletron

| |
I + i Iron "'i"“""" N S a que mantem os protdes
I | o ligados, mais forte que a
enorme forte repulsdo elétrica
e ] (e os neutrdes ligados)

Forcas de contacto (forgas derivadas)

Forca elastica

Contact forces

-

WS
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Forca de tensao Forca normal Forca de atrito Arrasto

Buoyancy
arce

17
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N 'F'pull !
~
Fiiction /Kr
i_l _——
Contact Contact
force 1 force 2
—
Pg[ﬂ\"

Forca é um vetor

dire¢ao e magnitude

I i n ; " Forces ona Soccer Ball &
Ind Ica-se F Axis of Rotation
i N te NS | d a d e | F_) | Lift— Side Force %Rma“o"

/

Flight Direction

thrust gravity
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Os principios da Mecanica

12 lei de Newton:

-

Quando F = 0 o corpo ou esta parado ou move-se a uma velocidade
constante.

-

22 Lei de Newton: F = ma F = Zi Fi Isaac Newton 1642-‘1726

A variacao da velocidade de um corpo (aceleracao) é proporcional a resultante das forgas (soma das forcas)
aplicadas ao corpo.

A constante de proporcionalidade é a massa m do corpo.
Massa é a propriedade de cada corpo que especifica a resisténcia a variacao da velocidade.

32 |lei de Newton:

Quando 2 corpos interatuam, as forcas de um noutro sao iguais e apostos

- -
Fi, = —Fy4 Fio E,,
1312 a forca no corpo 1 devido a interacdao com o corpo 2 \

F,41 a forgca no corpo 2 devido a interagao com corpo 1,
MSF 2025-T3 19



Os principios da Mecanica

- - -

22 Lei de Newton: F=ma F=),F

A variacao da velocidade de um corpo (aceleracao) é proporcional a resultante das forcas (soma das forgas) aplicadas ao corpo.
A constante de proporcionalidade é a massa m do corpo.
A massa é a propriedade de cada corpo que especifica a resisténcia a variacao da velocidade.

Se as forgas aplicadas ao um objeto forem conhecidas,
pode-se determinar o movimento do objeto — a sua posicao e velocidade.

MSF 2025-T3 20



Forcas determinam-se por experiéncias ou por modelos tedricos, que aplicados

aos dados experimentais, concordam com eles.

-
:_'. ALY | 3
YV YVVVY T T M
AARAAAAAINR @

Forces on a Soccer Ball @

Axis of Rotation

%Rotation
Lift— Side Force B
Drag

\'

Flight Dim/

Weight

MSF 2025-T3
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A forca elastica (mola)

When ]_5t1 and ]_5'2

are applied

together in the - ~
A downward A downward same direction, When F, is downward and F,
force it] force iti the spring is horizontal, the combination
elongates the elongates the elongates by of the two forces elongates the
spring 1.00 cm. spring 2.00 cm. 3.00 cm. spring by 2.24 cm.

v v w w

MSF 2025-T3

22



Forca de resisténcia do ar
Experiéncias no volante de badmington

* Forca oposta a velocidade F=-Cw)?

A=y}
Il
<N

* Proporcional ao quadrado da velocidade |ﬁ| « | B|?

5
= F=-mD|v|?D
A 1D V=01
S ~ Uy «
= UV =—1
> F = —mDvalzll;—ﬂ: —m D|v,|v,
X

Expressao valida para qualquer sentido do eixo e sentido da velocidade.

MSF 2025-T3 23



Forca normal

R
N ou 7 éuma forca de contato

Qual a origem dessa forca?

Forcas eletrostaticas entre as

» forca exercida por uma superficie em resposta a uma forca aplicada eletrées nos dois objetos

(repulsao) que resiste

* perpendicular a superficie, e oposto a forca aplicada deformacio e sobreposicio

* impede objectos cair/passar pela superficie (um sdlido!)

MSF 2025-T3

4

F

‘ <
| l |
Figure 5.9 When a force F

pushes vertically downward on
another object, the normal force

n on the object is greater than the

gravitational force: n = F_ + F.

Ex: Forgas aplicadas ao livro:

Q'jj J

Peso ou

Forca exercida pela mao
Normal

ST ol

N3o existe movimento = P+n+F =0 (12 lei de Neton)

ou =—(F+P)

24



Forca de tensao

ISl

N 55

"I

L

.

b

Figure 5.8 (a) A crate being
pulled to the right on a fricuon-
less floor. (b) The free-body dia-
gram representing the external
forces acting on the crate.

MSF 2025-T3

Forca transmitida ao longo de um objeto extenso,

como uma corda ou barra

—F
—
T

F
G——
~T
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Gravidade
Moviment dos corpos celestes:

* Observacao experimental de Tycho Brahe: medicdes precisas das posicoes e
movimentos dos corpos celestes

* 3 Leis de Kepler (em concordancia com as observacdes de Tycho Brahe):
1. planetas com orbitas eliticas
2. osegmento que une cada planeta ao sol, varre areas iguais em tempos iguais. Tycho Brahe  Johannes Kepler
3. o quadrado do periodo de translacao de um planeta é proporcional ao cubo 1546-1601 1571-1630
do semi-eixo maior da sua Orbita

Peso:

Os objetos experimentam uma forca Forga vertical, aponta para baixo, e proporcional
a sua massa.
|ﬁ| =ml|gl|, gl = g = 9.80 m/s? acelerac¢do da gravidade
(na superficie da terra)

Os dois fendmenos resultam da mesma forga, gravidade!

MSF 2025-T3 26



Lei da gravidade de Newton:

Forca atrativa ao longo da reta entre os dois corpos
Proporcional a ambas as massas

5 m M
F:qrav Bl G |7;>|2 r
|7| = d, distdncia entre 2 corpos 7= %
G = 6.67259 x 10711 N-m2/kg?
Movimento dos corpos celestes: Peso:
|ﬁ' | -G M Mrerrq
« Alei de Newton prevé as leis de Kepler grav R,2
* Consistente com todas as observagoes dos |P| =m]|g|

movimentos dos corpos celestes "
=g =14l =G5 = 9.82 m/s’

Myorrq = 5.97 X 10%* kg Massa da Terra

R; = 6.37 X 10° m Distancia até ao centro da Terra




Forca elétrica (eletrostatica)

* Lei elétrica entre duas cargas, g e Q (por experiéncias e medigdes)

* Forca atrativa entre cargas de sinais opostos e repulsiva entre cargas de igual sinal
Charles-Augustin de Coulomb

. . 1736-1806
 Nadirecao ao longo da reta entre as duas cargas
R q0Q K = 8.987551 x 10% N-m2/C2(constante de Coulomb)
|Felét| =K F d distancia entre 2 cargas deficiency of electrons
/

tttr 1+t + . metalplate

| +
|

- e i metal plate

_)
* Forga elétrica aplicada a um corpo de carga elétrica g , num campo elétrico E, 4
excess free electrons

-

Feiet = q Eclet

MSF 2025-T3 28



For¢ca magnética

* Forga magnética aplicada a um corpo de carga elétrica g em movimento hum campo
-
magnetico By,

- > - ‘
Fmag =qv X Bmag Charles-Augustin de Coulomb
1736-1806

North _ Geographic

Magnetic */ North Pole

fm"‘)\\

Geognphlc /
South Pole /




Forgas alteram o movimento

Forcas que actuam a distancia (forcas fundamentais)

Forca gravitacional Forca elétrica Forca magnética Forca nuclear

Field forces

T eletron

| |
I + i Iron "'i"“""" N S a que mantem os protdes
I | o ligados, mais forte que a
enorme forte repulsdo elétrica
e ] (e os neutrdes ligados)

Forcas de contacto (forgas derivadas)

Forca elastica

Contact forces

-

WS
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Forca de tensao Forca normal Forca de atrito Arrasto

Buoyancy
arce
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Forcas como vetores

Componentes de uma forca

Em 2D:
F= Fi+E,;j

Em 3D:

MSF 2025-T3

E, Fy, F; escalares

t,j, k vetores unitarios,
paralelos aos eixos XX, YY, ZZ

31



Mais do que uma forga Wiiid Resistaica

h_—Normal forces . *

O movimento de um objeto é determinado pela soma das forcas (vetoriais) que nele atuam.

Forca resultante F = E F. ﬁ'
l
1}

Fe=)Fyx F=)Fy, FE=)F,
i i i

Soma vetorial: componente da soma = a soma dos componentes

MSF 2025-T3 32
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Exemplo: Tensao em direcoes diferentes

* O semaforo nao cai porque a forca resultante é nula.
¢ ﬁ:?1+72+7320
* 12]ei de Newton

Se soubermos os angulos e o peso do semaforo, como é que podemos
calcularT; e T,?



Exemplo: Carro numa rampa

Quais sao as forcas que atuam no carro?
Quais sao os componentes paralelos e perpendiculares a superficie?

Qual a direcao da forca resultante?

MSF 2025-T3
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Movimento no plano e no espaco

- - -

22 Lei de Newton: F=ma F=)F

* Avariacao da velocidade de um corpo (aceleracao) é proporcional a resultante das forcas (soma das forcas) aplicadas ao
corpo.
« A massa é a propriedade de cada corpo que especifica a resisténcia a variacao da velocidade.

Se as forgas aplicadas ao um objeto forem conhecidas,
pode-se determinar o movimento do objeto — a sua posicao e velocidade.

Forcas determinam-se por experiéncias
Ou por modelos tedricos, que aplicados aos dados experimentais, concordam com eles.



Movimento no plano e no espago

Lembre-se: Relacdo entre as quantidade de interesse do movimento a 1 dimensao

Posicdo (instantanea): x(t)
dx
Velocidade instantanea: v (t) = P
Aceleracao instantanea: dv,
a,(t) = Tt
t
Relacdo entre a forca aplicada e a aceleracao:
dv, (t d?x(t
RO =ma() & FO)=m0=mnoD

Agora, como fazemos em 3D?

MSF 2025-T3
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Posicao, velocidade e aceleracao também sao vetores

v i
r v
0 X
. dr R dv  d?7

MSF 2025 - T3

Posi¢do P=xi+yj+zk
Velocidade U= vl+ 1]+ vk
Aceleracgdo d= ayl+a,f+ask

Como funcionam as derivadas dos vetores?

37



Derivadas dos Vetores

Y \ Posicio ¥ =x i+ yj+zk
T | d¥  d
Velocidade s A AT
V= dt(xl+y]+zk)
= dxA+dy“+leE = v i+ v,j+ v,k
0 X Tat A Tt T T T
. dx dy dz
Ou seja - - 2 —
AT CANPT Yz T g
Similarmente L, dv I % _dvy, L dv,
T AT T AT

Desde que os trés componentes sao perpendiculares, os componentes das variaveis
paralelos a cada eixo sao relacionadas entre eles como no caso de movimento a 1D



Se soubermos as forgas aplicadas, saberemos a acelerac¢ao

DN o SN . do(t)  dPE(Y)
F(t)=ma(t) = F({t)=m = m—

r(t) = (x,y,2)
Os componentes das variaveis paralelos a cada eixo sao relacionadas entre eles como no caso de movimento a 1D

E.(t) = ma,(t) F,(t) = ma,(t) F,(t) = ma,(t)
ve(6) = v (o) + [ ax(0) dt vy () = vy (to) + [ @y (6) dt v,(8) = vy(t0) + [ ay(0) dt
x() = x(to) + J,, ve(0) dt y(8) = y(to) + J v, (1) dt 2(8) = 2(to) + [, v,(0) dt

v(t) e 7(t) podem ser calculados (i) por métodos analiticos ou (ii) por métodos numéricos.



Exemplo: Carro num plano inclinado

Um carro desce, sem atrito, uma colina inclinada de angulo 8 , com o motor desligado.
Calcule a aceleracao que adquire nessa descida.

F=Ptii=ma PP
: {szPx+nx—max
E, =P, +n, = ma,

E. = mgsin0 + 0 =ma,
F,=—-mgcosf+|n| =0

a forca normal anula as forgas na direcao OY

= a, =gsinf

Figure 5.11 (Example 5.6) (a) A car on a frictionless incline. (b) The free-
body diagram for the car. The black dot represents the position of the center

of mass of the car. We will learn about center of mass in Chapter 9.

MSF 2025-T3 40



Exemplo: trajetoria de uma bola de futebol sem resisténcia do ar

Modelo:

O movimento ou a trajetdria da bola é devido a bola estar sempre sujeita a forca da
gravidade.

Num 12 estudo, ndao vamos considerar o efeito da resisténcia do ar, a rotacao da bola, o
efeito de altitude, impulsao, a rotacao da Terra, ...

F=ma em que F=p

Consideremos que a bola é pontapeada no solo, e inicia 0 seu movimento com uma
velocidade v, a fazer um dngulo 8, com a horizontal (solo).

MSF 2025-T3 41



Trajetoria de uma bola de futebol sem resisténcia do ar

Usamos coordenadas cartesianas, e organizamos todas as varidaveis em
componentes horizontal (x) e vertical (y)

v

4
y +
Condigoes iniciais: 20
A bola é pontapeada no solo, na posi¢ao 0= (X0, Vo)
e inicia 0 seu movimento com uma velocidade U= (vgy, Voy)
de magnitude |V
e a fazer um angulo 68, com a horizontal
= Vo= (Vox, Voy) = (IV| cos By, | V| sin 6) 6o
(0,0)
Forca: Aceleragao:
A Unica forca é o peso da bola, com orientacao vertical . P, = ma,
para baixo P=ma = P, = ma,
P=—mgj
P 0 — a, =0
= X : ay =—g
P, = —mg

MSF 2025-T3



Trajetoria de uma bola de futebol sem resisténcia do ar

ay =10 o = (X0, Y0)
ay =—4 Vo = (Vox, Voy) = (Vo] cos 8y, | V] sin B)
to =0s

Neste caso, a aceleracao vertical nao depende dos variaveis horizontais, e vice versa

Efetivamente, trata-se de dois problemas 1D independentes

horizontal:
() —ve(to) = [ ax(®dt = vl —voe=[[0dt = v (D) = vy,
x(t) — x(tg) = ftz v, (t) dt = x(t) —xo = ftz Voy dt = x(t) = xg + Vo, t
vertical:

vy () — vy, (tp) = ftto a,(t)dt = vy(t) — vgy = fot —g dt = v, (t) = vg, — gt

y®© -yt = [y v dt = y(© -y = [, [voy — gtldt =

MSF 2025-T3

_ 1442
y(t) =yo+voyt —5gt
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Trajetoria de uma bola de futebol sem resisténcia do ar

a, =0 FO = (xOJYO)
ay =—9 vo = (UOerOy) = (I%] cos 8y, [Vy] sin 6,)
tO == 0 S

relacao entre y e x:

X—X .
t = 0 (da equacgdo para v,)
Vox

X — Xg 1 X — Xg
Y(t)=}’0+170y( > >—§g<

0x

y(t) =y + 2 [x(t) — x0] — 5

2

equacao da parabola

MSF 2025-T3

L9 1x(®) = xo]?

V() = voy
vy, (t) = vgy, — gt

x(t) = xg+ voy t

1
y(t) =yo +voyt —5gt°

Trajetéria de uma bola sem resisténcia do ar v0=100 km/h, theta=102
1.2 4

1.0 +

x (m)

44



Trajetoria de uma bola de futebol sem resisténcia do ar

{ =0 7o =(x,¥0) = (0,0) v, (£) = oy Y(8) = Yo + -2 [x(t) — xo] =35~ [x() — x%]?
ay =—4g Vo = (UOxrvOy) = (|Yg| cos 8y, | Uy sin B) v, (t) = voy — gt ox ox
tO - 0 S
x(t) = xg + Vo t
1
y(t) =yo tvgyt —39 t?

Trajetdria de uma bola sem resisténcia do ar v0=100 km/h, theta=102

1.2

10 Perguntas:

0.8 A

1. Qual a altura maxima e quando a atinge?

0.6

y(t) (m)

0.4 1

2. Qual o alcance e quando o alcan¢a?

0.2 1

0.0 1

x (m)

MSF 2025-T3 45



Trajetoria de uma bola de futebol sem resisténcia do ar

Uy (t) = vy

vy(t) = Voy — gt Y(t) =Y+ % [X(t) — xo] — 1% [X(t) _ xO]Z

200y

x(t) = xg + vgy t
1
y(t) =y +voyt —5gt°

Perguntas:
1. Qual a altura maxima (y,,) € quando a atinge (t,,,)?
2
o _ _ Yoy _ 1Yoy
quando =V =0 = tm—g e VYm = Yo "
ou, &) _ g
dx

2. Qual o alcance (x,;,) € quando o alcanga tg;,?

quando y=0 quando Yy, =0 e xo=0 temos

MSF 2025-T3
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Trajetoria de uma bola de futebol sem resisténcia do ar

s . . v 1V
1. Qual a altura maxima (y,,) e quando a atinge (t,,)? tym = % e Vm =Yoo+ E%
2. Qual o alcance (x4,;,) € quando o alcanga tp;,? Vo=0 e xy,=0,
2V 2Vpx VU
temos tso = —> € Xsolo = ———
g g

Trajetdria de uma bola sem resisténcia do ar v0=100 km/h, theta=102 Ex: |130| =100 km/h =27.78 m/s

1.2 ’

Oy = 10°
1.0 - O = (XO, YO) — (010)

0.8 1

1})0 — (lﬁol COS 90 , |”l70| sin 90) = (2736 ) 482) m/S

0.6 1

yit} (m)

tm = 0.49 s
Vm = 1.19 m

0.4+

0.2 1

0.0 1 tSOlO = 0.98 s
Xsolo = 26.9 m

*x (m)
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Exemplo: trajetoria de uma bola de futebol COM resisténcia do ar.

Modelo: O movimento ou a trajetdria da bola é devido a bola estar sempre sujeita a forcga
da gravidade, e resisténcia do ar proporcional a velocidade quadrado.

F=ma

em que

Consideremos que a bola é pontapeada no solo, e inicia 0 seu movimento com uma
velocidade v, a fazer um angulo 8, com a horizontal (solo).
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Trajetoria de uma bola de futebol COM resisténcia do ar

F =P —mD|3|?D p=— D=g/v

Esta forca nao altera o plano do movimento. Temos ainda um problema a 2D.

Componentes horizontal e vertical:
E. = P, — m D|v|v, = ma,
F, = P, — m D|v|v, = ma,

ay = —DI|v|v,
a, = —g — D|v|v,

Como sabemos a forca, e a aceleracao, a velocidade e a posicao sao obtidos por integracao.

Neste caso, a aceleracao vertical depende da velocidade horizontal, e vice versa

O movimento em ambos os eixos deve ser resolvido simultaneamente.

MSF 2025-T3
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Trajetoria de uma bola de futebol COM resisténcia do ar

Como o movimento é no plano, temos quatro equacoes diferenciais para integrar:

dx dy
vy (£) = vy, (t) =
dv d?x dv
ax(t) = d; TN ay(t) = d_ty

Neste caso nao € possivel integrar analiticamente.
Mas podemos integrar numericamente usando o método de Euler

Podemos implementar o seu calculo num programa python, acrescentando umas linhas (e as que lhe fornecem
informacao) no ciclo dum programa que implemente o método de Euler.

for i in range(n):
tli+1]=t[i]+dt
ax= ...
vx[i]= vx[i]+ax*dt
x[i+1]=x[i]+vx[i]*dt
ay= ...
vy[il= vy[i]+ay*dt
yli+1]=y[i]+vy[i]*dt



Trajetoria de uma bola de futebol COM resisténcia do ar

a, = — D|v|v,
a, = —g — D|v|v,

12 Calculo da velocidade por integragao com o método de Euler das duas relagdes diferenciais:

dvy

ax () =22 a0 =]

dt
a 2D:

v (t + 6t) = v, (t) + a, (t) X 5t Implementacio:
vy (t +6t) = v, (t) + a, (t) X6t

D = g/vt**2

foriinrange(n):
t[i+1]=t[i]+dt
vv=np.sqrt(vx[i]**2 +vy[i]**2)
ax[i]=-D*vv*vx]i]
ay[i]=-g-D*vv*vy[i]
vx[i+1]=vx[i]+ax[i]*dt
vy[i+1]=vy[i]+ay[i]*dt

MSF 2025-T3
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Trajetoria de uma bola de futebol COM resisténcia do ar

ay = — D|V|vy
a, = —g — D|v|v,

22 Calculo da posicao por integracao com o método de Euler das duas relacdes diferenciais:

d d
vy () = d_9: vy(t) = d_JtI

a 2D:

x(t + 6t) = x(t) + v, (t) X 6t Implementacdo:

y(t +6t) = y(t) + vy (t) X 5t D = g/ut**2

foriinrange(n):

t[i+1]=t[i]+dt
vv=np.sqrt(vx[i]**2 +vy[i]**2)
ax[i]=-D*vv*vx[i]
ay[i]=-g-D*vv*vy[i]
vx[i+1]=vx[i]+ax[i]*dt
vy[i+1]=vy[i]+ay[i]*dt
x[i+1]=x[i]+vx[i]*dt

MSF 2025 - T3 yli+1]=y[i]+vy[i]*dt
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Trajetoria de uma bola de futebol COM resisténcia do ar

Ay = — Dlﬁlvx
ay, = —g — D|v|v,
12 Calculo da velocidade por integracao com o método de Euler
22 Calculo da posicao velocidade por integracao com o método de Euler
D = g/vt**2 Trajetona de uma bola sem e com resisténcia do ar v0=100 km/h, 102
for iin range(n): 12 -
t[i+1]=t[i]+dt |
vv=np.sqrt(vx[i]**2 +vy[i]**2) 10
ax[i]=-D*vv*vx]i] 08 -
ay[i]=-g-D*vv*vy[i]
vx[i+1]=vx[i]+ax[i] *dt _. D& 1
vyli+1]=vyil+ay[il*dt £ .l
x[i+1]=x[i]+vx[i] *dt T
y[i+1]=y[i]+vy[i]*dt 0.2 -
0.0 -
EX: 074~ com resistencia
* cem resistencia
vo = 100 km/h vr = 100 km/h. . . . . : .
90 = 10° 0 5 10 15 20 25

x%(th {m)
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Trajetoria de uma bola de futebol COM resisténcia do ar

Trajetéria de uma bola sem e com resisténcia do ar v0=100 km/h, 102

| Perguntas:
. 1. Qual a altura maxima (y,;,) e quando a atinge (t,,)?
dy(t
08 - quando Z—(t) =1y, =0
— 06 A
= dy(x)
o 04
= ou =0
0.2 - ’ dx
00 1 .
05 |— com resisténcia 2. Qual o alcance maximo (X5,;,) € quando o alcanga tgp;,?
' semm resistencia quando yzo

o 5 10 15 20 25
%[t {m)

Encontrar as solu¢oes numericamente
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Trajet6ria de uma bola de futebol resisténcia do ar e rotagdo - s el

Axis of Rotation

1 Rotation
Se soubermos as forgas aplicadas a bola saberemos a lei do movimento. Lift—Side Force

Drag
1. Peso da bola

= Sy

Fgrav = —mgj FllghtDlr‘y
2. Uma bola em movimento desloca o ar a sua passagem. Por isso sofre uma Weight

forca de resisténcia do ar na forma

]

-

E..c = —m D|D|?D

3. Arotacao da bola faz que o escoamento do ar seja diferente nos lados opostos da bola. O resultado é o aparecimento

de uma forca perpendicular ao eixo de rotac3o. E a forca de Magnus, que tem a forma

5 1 o
Frvagnus = EA Par T @ XV Magnus Force

w é o vetor rotacdo, |w|= dngulo (rad)/segundo

A = mr? a 4rea da seccdo da bola
Par a densidade do ar
T o raio da bola
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Problema: Bola de futebol com rotagao

Determinar se é golo ou nao, a bola ser chutada do canto com rotacao. Implementar o movimento da
bola com rotacao, usando o método de Euler. Modificar um programa anterior que seja semelhante e
adicionar a parte do método de Euler correspondente a dimensao extra z

Dados:

0= (X0, ¥V0,2o) = (0,0,23.8m)

Yo= (Vox, Yoy, Voz) = (25,5, —50) m/s
w = (a)x, Wy, a)z) = (0,400 rad/s, 0)
to =0s

Massa da bola m = 0.45 kg
Raio da bola: r=11cm

Area transversal da bola: A = 7 r?
pgr = 1.225 kg/m3

= 1 — -
Fyagnus ZEAparrw X v

W X U = (wyV;, 0, —wy ) neste caso
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Bola de futebol com rotacgao

Baliza:
x <0

—3.66<z<3.66m

2.4m=Trave

-3.66=Poste 0<y<24m

3.66m=Poste

23.8m=canto

MSF 2025-T3
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Bola de futebol com rotacgao

Descricdo em termos de componentes x, y e z:

As projecdes das forcas de peso e resisténcia do ar sao: P.=0 Fresx = —m D|v|vy
P, = —mg e Fresy = —m D|v|v,
P,=0 Fres, = —m D|v|v,

O vetor velocidade angular w = (0, wy, 0) rad/s, faz que a forca de Magnus seja

A B
FMagnuszzAparrJXﬁ):EAparr 0 w, O
Uy Uy U,

= %A Par T (a)yvz [ — a)yvxlz )

e assim as componentes da forca de Magnus s3o: L
Fmagnusx = QA Par TWyVy

{ FMagnus,y =0

— 1
\FMagnus,z = =34 par rwyVy



Bola de futebol com rotacgao

_ > _ 1
P.,=0 Fresx = —m D[v]|vy Fymagnusx = 34 Par Twy v,
Py, = —mg Fresy = —m Dlvlvy Fyagnusy = 0
—_— - _ 1
P, =0 Fres,z = —m D|U|UZ FMagnus,z = _EA Par T Wy Uy

Ao combinar todas estas forcas e dividi-las pela massa, temos

. 1
(a, = =D|¥|v, + SA par TWyV, /M
{a, =—g — Dl|v|v,
-~ 1
| az = —D|v|v; — 34 par Twy v /m

Outra vez, a aceleracao em cada direcao depende do movimento nas outras

Resolvemos pelo método de Euler

Universidade de Aveiro 61
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Bola de futebol com rotacao

Dados:

0= (X0, Y0, 2Zo) = (0,0,23.8m)

Bo= (Vo Voy, voz) = (25,5, —50) m/s
w = (a)x, Wy, wz) = (0,400 rad/s, 0)
to =0s

Massa da bola = 0.45 kg
Velocidade terminal da bola =100 km/h
Raio da bola: r=11cm

Area transversal da bola: A=mr?
Pgr = 1.225 kg/m3

> 1
ay = —D|v|vy + 34 par Ty v,
ay, =—g — D|v|v,
> 1
a, = —mD|V|v, — 34 pgr Twy Uy

MSF 2025-T3

Solugao:

dres=g/vt**2 #coeficiente para resisténcia do ar
mag=0.5%1.225*%0.11*np.pi*0.11**2 #coeficiente forca Magnus
omega_y = 400 #componente y da rotacao

foriin range(n):
tli+1]=t[i]+dt
vv=np.sqrt(vx[i]**2+vy[i]**2+vz[i]**2) #|v|
amx=mag*omega_y*vz[i]/m #forca de Magnus - x
amz=-mag*omega_y*vx[i]/m #forca de Magnus — z

ax[i]=-dres*vv*vx[i]+amx
ay[i]=-g-dres*vv*vyli]
az[i]=-dres*vv*vz[i]+amz

vx[i+1]=vx[i]+ax[i] *dt
vyli+1]=vyl[i]+ay[i] *dt
vz[i+1]=vz[i]+az[i]*dt

x[i+1]=x[i]+vx[i]*dt
yli+1]=yli]+vy[i]*dt
z[i+1]=z[i]+vz[i]*dt
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Bola de futebol com rotacgao

Solucdao numérica

Baliza:
x <0
) - —3.66<z<3.66m
O0<y<24m
]_l-':,-
-
o
(R
=2 10 -
5_-
|]_
1 I I I I
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
t
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Baliza:

x<0
—3.66<z<3.66m
O0<y<24m

MSF 2025-T3

Cadigo plot 3D:
plt.figure(figsize=(8,8))

ax = plt.axes(projection='3d’) #criar eixos 3D

#desenhar a baliza

goalx = [0,0,0,0]

goaly = [0,2.4,2.4,0]

goalz = [-3.66,-3.66,3.66,3.66]
ax.plot3D(goalx,goalz,goaly, ‘k’)

#trajetdria da bola
ax.plot3D(x[x>=0],-z[x>=0],y[x>=0], 'r’)

#ajustar eixos
ax.set_xlim3d(0, 5)
ax.set_ylim3d(-25, 5)
ax.set_zlim3d(0, 5)
ax.set_box_aspect((2,6,2))
ax.set_xlabel('x')
ax.set_ylabel('z')
ax.set_zlabel('y')
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Teste 1 até aquil



Sistema Terra-Sol

Consideremos o Sol como fixo e na origem dos eixos OX e QY

MSF 2025-T3

\ 4
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Sistema Terra-Sol

- ’ . .
r é o vetor com origem no Sol e termina na Terra

Forca de gravidade (dosol naterra)
7 GmM X GmM r
- - - r =—- - -
: Irer 7] 72 |7
r=xi+yj
= mM a a mM mM
F;]rav__Glflg(xl-l'YJ): _G|—>|3 xI_G |7;>|3 y)
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Ut

Sistema Terra-Sol

Condigoes iniciais
7= (x0,v0) = (distancia ao sol, 0)

- i " -
Vo= (va, voy) = (0, 2 ﬁ * distancia ao sol

)
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Sistema Astrondmico de Unidades

Grandeza Unidade Definicéo Valor no SI
Distancia AU Distancia média da Terraao Sol  1.498 x 10''m (~150 milhdes de km)
Tempo ano Periodo da Terra em voltado Sol  3.15 X 107s
Massa M Massa do Sol 1.989 x 103%kg
. . ~ s —11 m3 2 AU3
Neste sistema, a constante de gravitagaoé G = 6.67408 X 107" —— =4n >
kg s M ano
a massa da Terra é m = 5.9722 x 10%*kg = 3.003 x 107°M

Condicoes iniciais neste sistema de unidades

0= (x0,¥0) = (1,0) AU
Bo= (Vo voy) = (0,2m) AU/ano

tornam-se muito mais simples.



yit) {m)

Sistema Terra-Sol Integracdo pelo método de Euler

mM mM

- — ([ . T Ck ok
Fyrav = (—G 75 X G EE ) gm = 4*np.pi**2
GM GM x0=1

A, = ——35X, ay, = ——== =
X |7"|3 y |T‘|3y yO 0]
vx0 =0
vy0 = 2*np.pi

Trajetoria da Terra a veolta do Sol. Métode de Euler, dt=0.01 ano

2 .

for iin range(n):

11 tli+1]=t[i]+dt
r=np.sqrt(x[i]**2+y[i]**2)
0 - ax[i]=-gm/r**3*x]i]

ay[i]=-gm/r**3*yl[i]
vx[i+1]=vx[i]+ax[i]*dt
vy[i+1]=vyli]+ay[i]*dt
x[i+1]=x[i]+vx[i]*dt
] yli+1]=y[i]+vy[il*dt

-2 -1 0 1 2
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Trajetdria da Terra a volta do Sol. Métode de Euler, dt=0.01 ano
2 -

Método de Euler

1 4

0

yit) {m)

x(t + 6t) = x(t) + v, (t) X 6t
v, (t + 6t) = x(t) + a, (t) X 6t

-1

Nao funcionou muito bem para este problema. > 7 ; 1 ;
x(t) (m)
Precisamos de um alternativo

Método de Euler-Cromer (ou Euler modificado)

v (t+6t) = x(t) +a, (t) XSt
x(t + 6t) = x(t) + v, (t + 6t) x 6t

usar o novo valor da velocidade para calcular a nova posicao
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Sistema Terra-Sol

= mM mM
Egrav = (_G |7,.->|3 xl _G |,r.->|3 y)
~ , Trajetdria da Terra a volta do Sol. Métode de Euler-Cromer, dt=0.01 ano
Integracao pelo método de Euler-Cromer 100 -
0.75
0.50
for i in range(n): - 0231
tli+1]=t[i]+dt = 0.00 -
r=np.sqrt(x[i]**2+y[i]**2) 025 ;
ax[i]=-gm/r**3*x]i] ~0.50 -
ay[i]=-gm/r**3*y[i] —0.75 -
vx[i+1]=vx[i]+ax[i]*dt 100

oo %
le[-:-;}];(\[?iﬂ;?ﬁll]]fjt ~1.00 -0.75 -050 —-0.25 000 025 050 075 100

= x(t) (m)
y[i+1]=y[i]+vy[i+1]*dt

Produz orbitas fechadas!
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Métodos de Integragcao

Método de Euler-Cromer
x(t + 6t) = x(t) + v, (t + 6t) X 5t

Método de Euler
x(t+ 6t) = x(t) + v, (t) X 6t

for iin range(n): foriin range(n):

tli+1]=t[i]+dt
r=np.sqrt(x[i] **2+y[i] **2)
ax[i]=-gm/r**3*x]i]
ay[i]=-gm/r**3*y[i]
vx[i+1]=vx[i]+ax[i] *dt
vy[i+1]=vy[i]+ay[i] *dt
x[i+1]=x[i]+vx[i]*dt

t[i+1]=t[i]+dt
r=np.sqrt(x[i]**2+y[i]**2)
ax[i]=-gm/r**3*x[i]
ay[i]=-gm/r**3*yl[i]
vx[i+1]=vx[i]+ax[i] *dt
vy[i+1]=vy[i]+ay[i] *dt
x[i+1]=x[i]+vx[i+1]*dt

y[i+1]=y[i]+vy[i]*dt x y[i+1]=y[i]+vy[i+1]*dt x

Trajetoria da Terra & volta do Sol. Métode de Euler, dt=0.01 ano o . .
Trajetdria da Terra & volta do Sol. Métode de Euler-Cromer, dt=0.01 ano

2 100

y(t) {m)

-100 -075 -050 -025 000 025 050 075 100
x(t) {m)

-2 - 0 1 2
x(t) (m)
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Meétodos de Integracao

O método de Euler-Cromer :
- Mesmo erro de truncatura que o método de Euler

- Mas para movimentos periodicos, o erro anula-se ao fim de um periodo
- Conserve melhor a energia

Método de Euler mediocre para movimentos periddicos.

Trajetaria da Terra a volta do Sol. Métode de Euler, dt=0.01 ano Trajetaria da Terra a volta do Sol. Métode de Euler-Cromer, dt=0.01 ano
7 4 100 1
0.75 1
14 0.50 -
025 1
E 0] £ o000
= > _0.25 |
=1 A
—0.50 1
_7 | ~0.75 -
=1.00 -
-2 -1 0 1 2 -100 -0.75 -050 -025 000 025 050 075 100
x(t) {m) ®(th {m)
MSF 2025-T3
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