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dr = dt 22 Lei de Newton: i )
C / F(t) =ma(t)

y a
/\/ Equivalante a forma integral
7:) = - - -
F-dr = | ma-dr
X

C C

(integral de caminho)

A = dxi+dyj+dzk ao longo da trajetoria C.

X1 X1
A 1D: f dex=f ma, dx

se a forca depende so da posicao, esta formulacao permite determinar a relagao da velocidade com a posicao,
mesmo sem sabermos as relacdes temporais
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Agora

Teorema Trabalho — Energia
=fma a7
C
ty ty tq
j a-dr —j a(t) -vdt = dv ”dt—f v +dvy +de dt
ma-dr = | ma(t)-v = | mvdt= | m{—= vt —= vyt —=
C tO to tO
¢ o1(d d d a7 =L dt = b dt
_ i el 21 L 21 . & 2 dt
fmZ{dt [vx(t) ]+dt [vy(t) ]+dt [vz(t) ]} dt
to »
1 N 1 B dit[vx(t)z]zzdv_@vx(t)
=§m (vx + vy +vz) . =Em|v1| —Emlvol
[Fear =5misz—mis,P
-dr =-m|v|° —-m |y,
- 2 2 \ Diferenca de

Trabalho

energia cinetica



Exemplo: Movimento de um a particula sobre a
superficie de um cristal (1D)

Um atomo move-se numa superficie (horizontal) de um cristal.

O cristal exerce a forca

- 27mx
FE.= — F, smT

X é a posicdo do atomo e b a distancia interatédmica dos dtomos na
superficie do cristal.

Se 0 atomo partir da posi¢ao xy com velocidade v,, qual a
dependéncia da velocidade em funcao da posicao?

A 1D:
1 1 1
Fedx=2m ;1% — S m |V |2

'\:

X0
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Exemplo: Movimento de um a particula sobre a superficie de um cristal (1D)

. 2TTX
Fx= — FO SIHT
Posicao inicial: X0

Velocidade inicial: v,

Como depende a velocidade em fun¢ao da posi¢cao?

X1 1 1
f E.dx = =m|?{|? — =m |V,]|?
. 2 2

szF p fxz i 2mx p ; b < 2nx>
x = — Fysin— dx = — Fy—| — cos——
o s b 21 b

X1
_bFOl
= o CoS

27TX4 2TTX

b — COS b

X0

21 b b 1 2 Ix 777 0x

b F, 27X 27X
vlzx = vgx +—2 [COS L O], X1 € uma posi¢ao qualquer

— COS
mTm



Exemplo: Movimento de um a particula sobre a superficie de um cristal (1D)

2 _ .2 b Fy 27 21X , o
Vix = Vox +—|COS—— — cos——|, x1 € uma posi¢do qualquer
Xo = 0,
b F 21X , - :
Uy = i\/vgx +—|cos— — 1] + sentido positivo do eixo OX
m b

- sentido negativo do eixo OX

obtemos a velocidade em funcao da posicao

sem ter de determinar a dependéncia do tempo!



Teorema Trabalho — Energia

fC F -dr =Trabalho = Wo 1 a partir da posicdo C, até a posicdo C;.

%m |¥|2 = Energia Cinética = E,.  aunidade é joule (J), J=kg - m?%/s?

1
f - dr _—m|v1|2—§m|vo|2

W0,1 — Ec,l _ Ec,O

C

Trabalho feito no sistema é igual a energia cinetica adicionada

Se soubermos |v,| e o trabalho efetuado W, ;, obtemos |7, |

Nota: independente de C, a forma do caminho!
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Teorema Trabalho — Energia

Sobreposicao do trabalho

F é a forca resultante de todas as forgas aplicadas ﬁi F = Z ﬁi
i

O trabalho feito é a soma do trabalho feito por cada forca

ﬁ\

d

.
[

=



Teorema Trabalho — Energia

Muitas forcas relevantes dependem da posicao ( e outras constantes):

* Gravitica Peso: P=mg

* Gravitica Geral: I?"gmv = -G rlr;f;/ll—;
* Elastica: F = —k#

* Elétrica: ﬁelet = —k qulg %

* Elétrica num campo: ﬁelet = qﬁelet

Forcas que nao dependem da posicao:

* Resisténcia do ar: E..c = —mD|v|v

= 1 — N
* Forga de Magnus: Fymagnus = EA Par T W XV



Trabalho realizado por uma forg¢a constante F,= F

Em 1D:
X1 X1
WO,lzj dex=j Fdx=F(x1—x0)=FAx
X0 X0
_ | + se forc¢a e deslocamento mesmo sentido (acelerar)
~ | — se forga e deslocamento sentidos opostos (travar)
Ex: Peso F,= —mg ( eixo OY positivo a apontar para cima)

o ~ B B |+ yo >y, desceu
Wo1=-mg1—yo) =mg o yl)_{— Yo <Y1 Subiu



Trabalho realizado por uma for¢a elastica

F=—k#

Em 1D E=—kx
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When xis positive
(siretched spring), the
spring force is directed
to the left.

When xiszero
(natural length of the
spring) , the spring

force is zero.

When xis negative
(compressed spring),
the spring force is
directed to the right.

The work done by the
spring force on the
block as it moves from
— X 10 0 is the area
of the shaded triangle,

|
7 A Xy
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Forgas conservativas

Trabalho realizado por uma forca constante F,= —mg Wop=mgy, —mgy;

: . 1 1
Trabalho realizado por uma forga elastica F.= —kx Wo1 = > k xy? — > k x,?

SO dependem da posicao inicial e a posicao final!

Sao exemplos de forgas conservativas (ndo ha dissipacdo de energia)

O trabalho pode ser escrito como uma diferenca de energias potenciais que sao funcoes de posicao:

WO,l — EpO — Epl



Forgas conservativas

Ex:
Forca constante F, = —mg E,=mgy ou E, =mgy + Constante
Forca eldstica F,= —k x E, = %k x? ou E, = %k x? + Constante

Esta constante é a nhossa escolha!

Relacao da for¢ca com energia potencial:

1D: 1
WO,I :j F dx = po Epl
X0
dE
F — __p forcas conservativas
X Iy (forg vativas)
3D:

Fe—vg =—(Zr 2y Oy
=—VE =—|5, ! ayf 9z

Para forcas conservativas, existe sempre uma energia potencial em cada ponto no espaco (escalar), e a
forca é igual ao negativo da sua derivada em ordem a posicao (vetor).



Conservac¢ao da Energia Mecanica

Teorema Trabalho - Energia Wo1 = %m vi, — %mvgx =E, — E,
e
Por forgas que dependem so6 da posigcao Wo1 = Epo — Ep1

entao EC]. - ECO — Epo — Epl

Os pontos inicial (0) e final (1) s3o quaisquer

= E. + E, = constante em todo o movimento

Lei da conservacao da Energia Mecanica E=E.+E,

E

MSF 2025 -T4

» = outra forma de energia : Energia Potencial
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Conservac¢ao da Energia Mecanica

Forcas conservativas E — EC _|_ Ep

1
Ex Peso:  E =-m vy + mgy

- 1 1
Eldstica: E=Emv,§+5kx2

Temos sempre a velocidade num ponto como fung¢ao da posi¢cao (se soubermos as condicdes iniciais ou
equivalente)

Nao é preciso resolver as equacdes do movimento. Desde que a forca depende so6 da posicao, a
conservacao da energia nos diz qual deve ser a energia cinética e entao a velocidade em qualquer ponto.



Diagrama de Energia

Carruagem de massa m Start
dE
F= — 5 !
x dx h=20m
‘ Finish
V=
|
. dE,
1. Pontos de equilibrio: E,= = 0
0 mais baixo: ponto de equilibrio estavel
cimo da montanha: ponto de equilibrio instavel (a mais pequena perturbacao faz o corpo
sair da posicao de equilibrio)
2. Energia Mecanica: Instante inicial vg = 0eyy =25m ( ponto mais baixoy = 0)

E=E+E,=0+mgy,



Diagrama de Energia

Carruagem de massa m Start
s 1
E=——L
dx h=20m
‘ Finish
V=

2. Energia Mecanica : Instante inicial vy = 0eyy =25 m ( ponto mais baixo y = 0)

E=E+E,=0+mgy,

Problema:
Se a carruagem com os passageiros tiver a massa de 1000 kg, qual a velocidade
a) No ponto mais baixo?
b) nazona plana?



Exemplo: Sistema Mola-Corpo

Uma mola exerce uma forca F, = —k x(t), em que k é a constante

elastica da mola, num corpo de massa m. Considere k = 1 N/mem = 1 kg.

Mola de constante eldstica k
Corpo de massa m
Posicao de equilibrio Xeqg =0

Problema

a) Calcule a energia total, do sistema com as condi¢des iniciais:
Xog =4mevy, =0.

b) Compare o cdlculo de energia mecénica se integrar numericamente as

X

equacdes a,(t) = d— e ,(t) =

para encontrar a lei do movimento, usando o método de Euler e o método
de Euler-Cromer

MSF 2025 -T4

When xis positive
(stretched spring), the
spring force is directed
to the left.

When xiszero
{natural length of the
spring}, the spring
force is zero.

When xis negative
{compressed spring),
the spring force is
directed to the right.

The work done by the
spring force on the
block as it moves from
— Xax [0 0 is the area
of the shaded triangle,

4
Fh¥may:
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Sistema mola-corpo

x=0 , . .

I ——— When xis p051.rm&.=
| (stretched spring), the
I spring force is directed
i X tor the left.
—

Forga: E=—-kx

. . 1
Energia potencial: Ep==-k x?

Lei da conservagdo da Energia Mecanica E = E; + E),

1 1
Neste caso: E=-m V2 +k x?

a) Calcule a energia total, do sistema com as condi¢des iniciais:

k=1N/m 1
m=1kg =>E=0+514°J=8)

Xo=4mevy, =0.

MSF 2025 -T4

Diagrama de Energia

Sistema Corpo-Mola k=1N/n, massa=1kg

Energia potencial ()}
=

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
® im)

Se a energia total for E = 8 J, o corpo se desloca s6
entre x=—4m ex=4m

Pontos em que a E;, é plana, sdo pontos de equilibrio,
dE
b __

pois k.= T
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Métodos de Integracao

Integracdo pelo método de Euler Integracao pelo método de Euler-Cromer

for i in range(n): foriin range(n):
t[i+1]=t[i]+dt tli+1]=t[i]+dt
r=np.sqrt(x[i]**2+y[i]**2) r=np.sqrt(x[i]**2+y[i]**2)
ax[i]=-gm/r**3*x([i] ax[i]=-gm/r**3*x[i]
ay[i]=-gm/r**3*y[i] ay[i]=-gm/r**3*y[i]
vx[i+1]=vx[i]+ax[i]*dt vx[i+1]=vx[i]+ax[i]*dt
vy[i+1]=vy[i]+ay[i]*dt vyli+1]=vy[i]+ay[i]*dt
x[i+1]=x[i]+vx[i]*dt x[i+1]=x[i]+vx[i+1]*dt
y[i+1]=y[i]+vy[i]*dt x yli+1]=y[i]+vy[i+1]*dt x

x(t + 6t) = x(t) + v, (t) X 6t x(t + 6t) = x(t) + v, (t + 5t) x &t
Trajetdria da Terra a volta do Sol. Métode de Euler, dt=0.01 ano Traj;e(t]iria da Terra a volta do Sol. Métode de Euler-Cromer, dt=0.01 ano

MSF 2025 - T4 Y a 0 1 3 it} (m) 1
®(t) (m)



x ()

Sistema Mola-Corpo

dv
b) Compare o célculo de energia total se integrar numericamente as equagdes a,(t) = —" e 1, (t) =
para encontrar a lei do movimento, usando o método de Euler e o método de EuIer-Cromer

Sistema Mola-Corpo: Método de Euler dt=0.02 s

& [l 0 Sistema Mola-Corpo: Método de Euler-Cromer dt=0.02 s
25 1 75
0.0 1 E o0
25 a5
—5'} T T T T T T T —5|} T T T T T T T
ml}.l'.:l 25 5.0 7.5 10.0 125 1.0 175 20.0 mﬂ.ﬂ 25 5.0 75 0.0 125 150 175 2000
= 90 -/ = O
E E- ] % E_ e T T T e e e,
1 :
1] T," - il 7 1
E E T T T T T T T
0.0 25 5.0 75 10.0 125 15.0 175 20.0 0.0 23 >0 73 ic:;:; 12.5 15.0 175 20.0
tis)
O método de Euler ndo conserva a energia mecanica O método de Euler-Cromer conserva a energia mecanica

A conservagao da energia mecanica € um bom teste aos métodos de integragdao numérica.
Recusam-se os métodos que ndao conservam a energia mecanica (para as forgas conservativas)

MSF 2025 -T4 22



energia ()

Conservacao de Energia mecanica como teste (ou critério) de validacao
do método numérico de integracao

; Trajetoria Bola de Ténis sem resisténcia do ar dt=0.05 s

E———h No caso movimento do projétil, sem resisténcia do ar
;- Euler (movimento ndo periddico)
E Euler-Cromer os métodos de Euler e de Euler-Cromer mantém a
= /&F\ mesma precisao no calculo da energia mecanica.
D T T T T T =~ 4
0.0 02 04 06 03 10 Repar.e que o panso ’femr?or:lal.nao e pequeno,, _de mo‘do a |
23.3 ot enfatizar os desvios a trajetdria exata (a analitica) e a energia
- Xaro A .
23 ) - Euler mecanica
27 5 4 Euler-Cromer
21.5 . . : : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

tis]
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Teorema Trabalho — Energia: Sumario
fC ﬁ - dr¥ = Trabalho = W, a partir da posigao C até a posigao Cj.

%‘m 4|2 = Energia Cinética= E, aunidade é joule (J), J=kg - m?/s?

N S T
fF-dT‘ =§m|v1| _zmlvol

C Trabalho feito no sistema é igual
Wo1=E.1 —Ecp a energia cinetica adicionada

Independente do caminho!

Para forcas conservativas (dependem sé da posicao) também

dE . :
F,= —d—;’ Energia Potencial = E,

Wo,1 = EpO — Epl

)

= Conservacao de energia  E = E_ + E,, = constante em todo o movimento



Forcas conservativas e nao conservativas

Forcas conservativas: O trabalho pode ser escrito em termos de energia potencial:

j ﬁ(conservativa) A7 =

E

p0 — Fp1
C

Ex:

sy e = mM r
* Gravitica Fyrav = —G EDRET
 Elastica F = —kr , .

R g0 7 a forca depende s6 na posicao

* Elétrica Folor = —k EHE

Forcas ndao conservativas: O trabalho ndao pode ser escrito em termos de energia potencial

nao conservativo 2 (N3 -
W( ) — j [ (ndo conservativa) , 47

0,1
C
Ex:
s LA . = ->1 >
* Resisténcia do ar E..c = —mD|v|v
. = _ 1 — - - , . o~
Forga de Magnus Fuagnus = EA Par T W XV a for¢ca nao depende s6 na posi¢cao, mas

-

e Atrito Faerito = — I |ﬁ|9 por exemplo na velocidade ou tempo



Trabalho de for¢as nao conservativas

Teorema Trabalho — Energia

Wor = [ F-di =;m|0)]* —5m|o|* = Ecy — Ego

Sobreposicao do trabalho

-

F = ﬁ(conservativa) + ﬁ(néo conservativa)

. (conservativo) (ndo conservativo)
Wo1 = Wo,4 + Wo

. conservativo
Para forgas conservativas I/I/O(1 ) = Epo — Ep1
~ nao conservativo —
Entdo Wo1 = Epo — Epy + W ) =Ey —Eg

. (nao conservativo)

O trabalho realizado pelas forcas nao conservativas
é igual a diferenca entre a energia total final e a energia total inicial



Trabalho de for¢as nao conservativas

Ex: Movimento da bola de ténis com resisténcia do ar

'I;rgjet{':ria Bola de Ténis sem resisténcia do ar - Euler dt=0.001 s

22.00

energia (J)

Forca conservativa: peso

Forca nao conservativa: resisténcia do ar

1 - 1 - nao conservativo
E(0) = sm |5|2 + Epo = 5m |511% + Epy — Wyy- )

—_—— Ei_'+E|l_'l

0.0 0.2

MSF 2025 -T4

0.4 0.6
t(s)

0.5

energia (]

0,1

Ergjetﬁria Bola de Ténis com resisténcia do ar - Euler dt=0.001 s

—10

0.0

i_-\_““R—-_.______ E: +E,- trabalho_res

—— Ei_'+E'l_'l
- trabalho resist.

0.2 0.4 0.6 0.8 10
t(s)
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Trabalho de for¢as nao conservativas
— 1 > 12 _ 1 > 12 (ndo conservativo)
E0) =-m|vg|* + Epg =sm |v1|° + Epy — W,

2 2 01

Ex: Movimento da bola de ténis com resisténcia do ar

Trajetoria Bola de Ténis com resisténcia do ar - Euler dt=0.001 s

210
15 -
E 10 el e
- all T
0.5 \
D I:I I 1 1 T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
N1+
S 10 .
% T Ei_' + Ep
% O f— —— trabalho resist.
E: +E, - trabalho _res
—]_{l T T T T _-___ﬂ
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

MSF 2025 - T4 tis) 31



Calculo direto do trabalho de for¢as nao conservativas

Podemos calcular o trabalho diretamente por intergracao

szﬁ-d? di = v dt
C
ty
w (ndo cons.) — f ﬁ nio cons. "’ vdt = (F nio cons.x Vx dt + F, nao cons.,y vy dt + F, nio cons.zVz dt)
C fo
t1 t1 ty
= L Fazo cons,x Vx dt + L Fnzo cons,y Vy dt + j; Fnzo cons,zVz dt
0 0 0

Ex: Movimento da bola de ténis com resisténcia do ar (a 2 dimensodes )

{1 t1

Fresx Uy dt + J Fresy vy dt
to

W(reS)=fﬁ‘;"eS.ﬁdt=J

C to



Calculo do trabalho realizado pela for¢a nao conservativa: Forca de resisténcia do ar

Exemplo: Bola de Ténis

Uma bola de ténis é batida junto ao solo (posi¢do inicial y = 0) com a velocidade 100 km/h, a fazer um angulo de 102
com a horizontal e no sentido positivo dum eixo horizontal OX, sendo OY eixo vertical.

A velocidade terminal da bola de ténis é 100 km/h. A massa da bola é 57 g.

> t t
Wes) = [ Fes-vdt = ftol Fresx Uy dt + ftol Fresy Uy dt

~0.25 - -
-0.30 - . 0.10 1 .
~0.35 - . 005 -
% -0.40 - = )
g . £ 000 )
045 -
—0.05 -
~0.50 -
055 4 -0.10 49 *
00 02 04 06 08 10 12 14 00 02 04 06 08 10 12 14
tis) tis]

Solucao do movimento pelo método de Euler
MSF 2025-T4 33



Integragcdao numeérica a 1 dimensao

Problema:
Temos uma fungdo f(x) expressa s6 em pontos Xx;, entre entre dois pontos a e b
deindices i = 0,1,2,3, ..., n igualmente espacados por 6x, num total de n + 1 elementos.

ention=(b—a)/fx e x;=a+1i6x

Queremos calcular o integral desta funcado entre dois pontos a e b

[ = jbf(x) dx

= aproximar por integragao numérica.

A interpretacao geométrica do integral é a area limitada pela funcdo entre os dois pontos extremos a e b.

MSF 2025 -T4
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Integragao numeérica

Essa drea pode ser considerada como uma soma de n fatias de espessura x;,1 — x; = 8x, em que estamos a
considerar todas as espessuras iguais.

Se dividirmos a area em n fatias de espessura (a) 2
éx=(b—a)/n
b n—-1 rXit1
Izj f(x)dxzzz j f(x) dx
a =0 X

xi=a+(i—1)0x

MSF 2025 -T4



Integragao numeérica

Essa area pode ser considerada como uma soma de n fatias de espessura
considerar todas as espessuras iguais.

b n—1 [Xi+1
1=f [0 dx=z T G dx 5x = (b — a)/n

i=0 X;

Aproximacdo retangular: f;”l f(x)dx = f(x;) 6x

= P dx = > e~y o) ox

=0

=0x X [f(xg) + f(x1) + flxy) + flxs) + -+ f(xn_1)]

MSF 2025 -T4

Xj+1 — X; = 6x, em que estamos a

(b) 2

L5}

Fy N]

0 2 z; Tiy1 4 6

z [m]
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Integracao numérica

Essa drea pode ser considerada como uma soma de n fatias de espessura x;,1 — x; = 8x, em que estamos a

considerar todas as espessuras iguais. d) 2
b n—-1 Xi+1
I=j f(x)dx=z f(x)dx 6x=(b—a)/n
a =0 X; 1.5¢
z
i RN 5
Aproximag3o trapezoidal: fx_lﬂ f(x)dx = ﬂxl“; f(xi) Ox
{ 0.5
b b n—-1 Xi+1
I=j f(x)dx=] f(x) dx=z J f(x) dx 0
a a =0 Jy;

N Zn_lf(le) + f(x;) 5
T Lo 2 *

= 0 x [FSR 4 ) + Fla) + fxs) + e+ FOxp) + 162

MSF 2025 -T4 37



d 2
Integragao numeérica

Aproximagc3o trapezoidal: f;”l f(x)dx =~ ! (x"“?f %) sy

[ = Lbf(x) dx = Lbf(x) Iy — zn_l J.C"“f(x) dx = zn_lf(le) + f(x) Sy —

=0 i=0 2

0)+f( 1)+ flx) + f(x3) + -+ flxp— 1)+f( Xn)

= 6x X

Em python podemos obter o integral da func¢do f(x) pela aproximacdo trapezoidal:
Integral = dx * ((f[0]+f[n])*0.5+np.sum(f[1:n]))

Note que temos n + 1 valores da funcao.

MSF 2025 -T4 38



d) 2

Erro de truncatura (local) da aproximacao trapezoidal:

exato aprox. trapezoidal _
Xi+1 Xi _I_ X ._8.
X

Série de Taylor a volta de x;

df 1d?
f) = fl) +—x) =+ (- x)%> + o((x — x)°)
X e, 2 dx? -
entao o integral é
Xi+1 Xi+1 df Zf
e = [ |fe + xS+ G- x?; +o((x - x)d) | dx
;s : dx| __ 2 dx?
i i X=Xi X=Xi
(Xi41 — %)% df (xi41 —x)° 1d°f 4
= f(x;) (g —x) + > i 2 > T2 + (i —x)*)
X=Xi X=X
df Sx? d*f 5x3 A
= f(x;))éx + Ix > 1t g2 - T o (0x%) integral exato
X=Xj X=Xx;

MSF 2025 -T4 39



Erro de truncatura (local) da aproximagao trapezoidal: erro = |( [ dx)
Xi+1 d2 5 3
5 fx)dx = f(x;)ox + —‘ d_x]; % + o(6x*)  exato
l X=Xi
Agora, como é a aproximacao trapezoidal?
d 1 d2
FOrin) = F) + Grips —x) |+ G =302 5]+ o (Ceian —x0%)
dx X=Xi X=X;
— ()4 Y 1af 2 3
= f(x) +— - §x + S| 8xP+ o(6x)
Entao
i) + f(xp) 1 df 1 dzf 2 3
5 = fx) + i ox + 1dx? ox* + o(6x>)
X=Xj X=X;
fXiv1) + f(xp) df|  6x* d*f 6
5x = f(x;)0x + — —+ — —+ o (6x*
2 f) dx| _ 2 dx? 4 (0x%)
=i X=Xj

MSF 2025 -T4

_ (f(xi+1)+f(xi) Sx
exato 2

) ap. trap

d 2

1.5¢
=
&

057

aproximacao trapezoidal
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d) 2

Erro de truncatura (local) da aproximacao trapezoidal:

Substituir no erro que se pretende calcular

Xi+1 . + .
Xi 2
df|  sx?  d%f|  ox3 \
= || f(x;))6x + E i T + ﬁ T + o (6x™)
X=Xi X=X;
df 5x? d*f 5x3
—| f(x)éx  + ~ 3t T2 ot o (6xY) || = o(6x3)
X=X X=X

O erro local de truncatura do integral de uma fatia é da 0’(5363).

O erro global do integral completo, que € um somatorio de n fatias, € a acumulacao dos erros locais,

n o (8x3) = % o (5x3) = ¢(6x?)
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Calculo do trabalho realizado pela for¢ca nao conservativa: Forca de resisténcia do ar

Ex: Bola de Ténis

Uma bola de ténis é batida junto ao solo (posi¢do inicial y = 0) com a velocidade 100 km/h, a fazer um angulo
de 102 com a horizontal e no sentido positivo dum eixo horizontal OX, sendo QY eixo vertical. A velocidade
terminal da bola de ténis é 100 km/h. A massa da bola é 57 g.

c) Considerando a resisténcia do ar, calcule o trabalho realizado pela forca de resisténcia do ar até as posicoes
nos trésinstantes: t, =0,t, = 04set, =0.8s.

= N t t
W (TeS) - fC Fres U dt — ftol E‘es,x vx dt + ftol E’es,y vy dt

~0.25 -
-0.30 - 0.10 7
—0.35 - . 005 -
= ) =
% -0.40 | =
4 £ 000
“ 045 A w
—0.05 -
~0.50 -
—055 - -0.10 9 *®
00 02 04 06 08 10 12 14 00 02 04 06 08 10 12 14
MSF 2025 - T4
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Calculo do trabalho realizado pela for¢ca nao conservativa: Forca de resisténcia do ar

Ex: Bola de Ténis

Uma bola de ténis é batida junto ao solo (posi¢do inicial y = 0) com a velocidade 100 km/h, a fazer um angulo
de 102 com a horizontal e no sentido positivo dum eixo horizontal OX, sendo OY eixo vertical. A velocidade
terminal da bola de ténis é 100 km/h. A massa da bola é 57 g.

Considerando a resisténcia do ar, calcule o trabalho realizado pela forca de resisténcia do ar até as
posicdes nos trés instantes: t;, =0,t, =04set, = 0.8s.

. = > _rta tq
Wes) = [ Fes-vdt = fto Fresx Uy dt + fto Fresy Vy dt
1. Calcular velocidade pelo método de Euler = forcas em cada passo

Integral numérico

(Compare com o resultado usando conservacao de energia)

Resultado:
c)0J;-4.98);-8.38 )



Calculo do trabalho realizado pela for¢ca nao conservativa: Forca de resisténcia do ar

Ex: Bola de Ténis

Uma bola de ténis é batida junto ao solo (posi¢do inicial y = 0) com a velocidade 100 km/h, a fazer um angulo
de 102 com a horizontal e no sentido positivo dum eixo horizontal OX, sendo OY eixo vertical. A velocidade
terminal da bola de ténis é 100 km/h. A massa da bola é 57 g.

Considerando a resisténcia do ar, calcule o trabalho realizado pela forca de resisténcia do ar até as
posi¢des nos trés instantes: t;, =0,ty, =04set, =0.8s.

-12.0 4 :
—e— W trapezoidal L7
W rectangular et
—1214 W conservacao de Energia
-12.2
o
ol
8
B -12.3 A
|_
-12.4
-12.5 4

1074 1073 1072 1071
MSF 2025 - T4 dt
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Poténcia
Trabalho: W= J.F-dFf =[.mad-d7F

T _F.3

dt

Fo

Poténcia = trabalho realizado por unidade de tempo

Unidade 1W=11J/s

MSF 2025 -T4 45



Ex: Poténcia desenvolvida por um ciclista
O ciclista para manter uma velocidade constante (forca resultante nula) tem de pedalar.

O esforco do ciclista serve sobretudo para anular as forcas de resisténcia do ar e a forca de resisténcia ao
rolamento (ou friccao).

Alr
resistance
(drag)

Name the forces

Thrust

from - \

cyclist

Friction -

MSF 2025 -T4 46



Poténcia desenvolvida por um ciclista

O ciclista para manter uma velocidade constante (forca resultante nula) tem de pedalar.

O esforco do ciclista serve sobretudo para anular as forcas de resisténcia do ar a forca de resisténcia ao rolamento

(ou friccao).

Forcas:
* Forga desenvolvida pelo ciclista ﬁcic
c A " C > - .
* Forga de resisténcia do ar Eos= — rZeSA Par|V| U,  A=drea
* Peso p
« Normal N m

* Forga de resisténcia ao rolamento ou fricgao | Frol| = U |N|

Normal

.I.

Air Resistance

<4

Friction

—

v

MSF 2025 -T4
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Poténcia desenvolvida por um ciclista:

T
|
gm

2
_|_
el
+
SN
o
_|_
:ru
=3
+
=

N = mg

Fe= Fcic_ﬂAparvvx —Humg

{Fx= Feic —Fres — uUN {Fx= Fric —Fres — UN
{ :

MSF 2025 -T4

Normal

Gravity

—

Notacdo a seguir : |N|

Il
=

Nunca confundir |N| = N com a componente N,

48

v



Poténcia desenvolvida por um ciclista T
Normal

Forcas:
F - FCiC +P + FTBS +F1"OZ+N Applied Air Resistance
Friction
. CT'eS ‘
Fx_ FCiC _ 2 A pa’r’v vx - ,Ll' m ,g Gravity
N =mg

Qual a poténcia desenvolvida pelo ciclista manter uma velocidade uniforme (constante) (ou F,= 0) ?

Poténcia P, .= F;ic v =7

C : : .
E. = F.. —%A ParVVy—umg=>0 e movimento sempre no sentido positivo v,= v

C‘I‘GS

> Apgv?+umg

= Feic=

Cres

; Apgv>+umg|v

= Po,cic —



Problema 1l

Qual a poténcia desenvolvida pelo ciclista para manter uma TNormal

velocidade uniforme (constante) de 30 km/k e de 40 km/h? Applied Air Resistance
—_— 4+—

* O coeficiente de resisténcia y de um piso liso de alcatrao é de 0.004 ___%_@

* O coeficiente de resisténciado ar é C,..c = 0.9 1Gravty

A massa do ciclista-bicicleta é de 75 kg,

* e aarea frontal do ciclista-bicicleta é de A = 0.30 m?

E.= F.j.— %A ParVVx—umg=>0 e movimento sempre no sentido positivo v,= v
Cres
= Feic= 5 Apgyv®+umg
C
= Py cic= (%A parv2 +um g) v
v = 30 km/h = Py cic= 120 W = 0.163 cv
v = 40 km/h = Py cic= 260 W = 0.353 cv

E o record mundial de velocidade 296.010 km/h?

AU
v = 296.010 km/h = Py cic= 92177 W = 125¢cv  °™M°€ possivel?:



Record mundial de velocidade set 2018

Denise Mueller-Korenek 183.932 mph (milhas/hora) = 296.010 km/h

Velocidade do ciclista

Como é possivel? Reduzir drasticamente resisténcia do ar

https://www.youtube.com/watch?v=A6y_G_DJAzM
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Velocidade do ciclista, dado a poténcia TNormal

Se soubermos a poténcia desenvolvida pelo ciclista podemos calcular

. . . . Applied Air Resistance
a lei da velocidade e alei do movimento ﬁ% o
Friction

Poc= Feicv = Fgic= cic/v 1Gravty

Forcas:
F=F,.+P+ F o5 +F.,;+N

CTeS
b= Fcic_TAparvvx_#mg = M Qy
E,=-mg+N=0

. Po,cic Cres
ma, = o 2 ApPgrv vy —umg

MSF 2025 -T4 52



Problema 2

Determine a evolucao temporal da velocidade de um ciclista, se este produzir continuamente a poténcia 0.4 cv e partir com
um empurrdo de 1 m/s.

a) Qual a sua velocidade terminal?
b) Ao fim de quanto tempo atinge 90% da sua velocidade terminal? T
Normal

c) Quanto tempo leva a percorrer 2 km?
Applied Air Resistance
i -

Considere as mesmas condi¢des do ciclista do problema anterior.
1Grav1ty

Forcas: F=F.,; +P+F . +F.,+N

— Cres —
Fe= Feic— > ParVVUx —HMYG =M Aay

E,=-mg+N =0

P, . C
= Ax= ni’zc_;;;/lparvvx_ﬂg
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Problema 3
O ciclista do problema anterior sobe uma colina com uma inclinagcao de 5°.

a) Quanto tempo demora a percorrer 2 km?
b) Qual a sua velocidade terminal?

-

Forcas: 13 = F_ic +1_5 + ﬁres +ﬁrol+ﬁ

Cre S

F,= F,j;—mgsin5 — Apgvv,—uN=ma,

F,=—-mgcos5 +N =0

Po,cic . ° Cres °o
- —mgsin5 — > APV, —uUmgcoss5 =ma,
N=mgcos5
Py cic . © Cr
= a,=———gsin5 —
x— , Y

MSF 2025 -T4

Z;fA PorV Uy — L g COS 5

Fcyclist

F

norm al
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Poténcia de um ciclista

Problema 2:
CT'GS
2m

Q.= Po,cic_
X muv

Apguvvy—Uug

Problema 3:
o,cic
muv

a,= — sinSO—EA VUV, — U gCcos5
X g Zm par X Mg

Dados:

u = 0.004
Cres = 0.9
m =75 kg
A = 0.30 m?

P, cic =0.4 cv
vo = 1m/s

Solug¢do numérica (Euler)

MSF 2025 -T4

2000 A

1500 A

1000 A

500 -

— inclinagao 0
inclinagao 52

50

75

100 125 150 175
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Equac¢ao fundamental da dinamica:

Fit)=md@) = d)

Teorema Trabalho-Energia:

_>. - _1 - 2_1 - 2
fCF dif =-m A —m |9,

Leis de conservacao

= 9(t) = 7(t)
obtemos a velocidade e a posicao em funcao do tempo

obtemos a velocidade em funcao da posicao

e a lei de Conservacao da Energia Mecanica (para sistemas sé com forcas
conservativas)

Impulso de uma forca: fttol F(t) dt

JoTF(®) dt = §y —Po

vamos obter a lei da Conservacdo do Momento (para sistemas isolados)




Momento e colisoes

Teorema Impulso-momento
ty

tl tl
N dv tq
jF(t)dt= Jmc_idt=Jm—dt=m13(t) = D1 — Po
Impulso fto 4 J dt o \ Diferenca de
momento

N —
em que p(t) = mv(t) é 0 momento do corpo no instante t.

A lei fundamental da dinamica é reescrita em termos do momento:

-

> dp

F(t) =—

(t) 7
Quando a massa do corpo é constante obtemos a forma conhecida
S dp dv R
F(t) === ma— ma

QuandoF =0, pP; = P, ou conserva¢do do momento



Sistema de 2 corpos

EX: Colisao meteoro-planeta

inicio ¢, (j(f%)@d)d)ééd)

termina t4
1
o
5 os
€3
0 ® Lo 1 o 1 o & L 1 o 1 ol a
O (-\ C 1 1 1
< 05
>
= 0 & - - - —o & e & b
o
@;; 1 = T < T S é T o T o T P
| X
gg &) &) Y o a
S 0 ® 1 | 1 | N L - 1 ~ 1 ~ N
0 0.02 004 006 008 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
t/to
Fig. 12.1 Illustration a collision between a meteor and a planet
MSF 2025 -T4 64
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. ' |
Sistema de 2 corpos B bbodd
Colisao meteoro-planeta <ol
. 7 . 2 1 \
inicio t, < |
meteoro (A) My, Vgo o \'
pla neta (B) mB , ﬁB’O g 0 0.02 0.04 0.06 0.08 t(;;o 012 0.14 0.16 0.18 0.2 v anAfrmB
Fig. 12.1 Illustration a collision between a meteor and a planet
termina t4
quais sao os valores apos a colisao?
Segunda lei de Newton Terceira lei de Newton
Forca de B em A: Fp=my ay Fp = —F4
Forga de A em B: Fp =mp ap Mas ndo conhecemos as forgas...
- -
mA aA = _mB aB
ou

my dy + mg dg = 0 em todos os tempos.
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Sistema de 2 corpos 09 ¢ bd b b b

l
Colisdao meteoro-planeta Sof A
> > i |
my ay + mg ag = 0 em todos os tempos. E \
§j 0; | \|' i
Integ rar E %0 005 004 006 04‘08;0/20 02 014 016 018 02 ¥ Foit voms
tl Fig. 12.1 Illustration a collision between a meteor and a planet
mydy+ mgag dt =0
to
i dv, 1 dvg R ; R R
My dt + mBWdt = myUy(t1) — myUs(to) + mpVp(ty) —mpvp(ty) =0
to to
= myuUs(ty) + mpvp(ty) = myuva(ty) + mpvp(ty)
pa(ty) + pa(ty) = paty) + pr(to)
Para ty e t1 quaisquer
Momento total

P = myuv, + myvy = constante

Lei da conservacao de momento
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Sistema de 2 corpos

Colisao meteoro-planeta

Antes da colisao Depois da colisao
Corpo A com massa my e velocidade U g Corpo A com massa my e velocidade U 4
Corpo B com massa mp e velocidade Vg Corpo B com massa mp e velocidade Vg 4

Depois da colisdo os 2 corpos seguem juntos v

-

Sabemos que o momento total é constante P = myvU, + mgUp

Permite determinar a velocidade dos corpos depois da colisao

353



Colisao meteoro-planeta

353

Antes da colisao Depois da colisao
Corpo A com massa my e velocidade v, Corpo A com massa my e velocidade U 4
Corpo B com massa mp e velocidade v g Corpo B com massa mp e velocidade Vg 4 e
Depois da colisdo os 2 corpos seguem juntos v, Pl
Py = MyVy0x + MpVpox P = MyVg1x + MpVp 1

O momento total conserva-se:

MYVg 0x T MBVUBox = My Vg1x + MpVp 1x
MYV 0x + MBVUB oy = My Viy + MpUiy = (My + Mp)vqy

_ MyVyox T MpUp oy

= Vix = Exemplo de uma colisao inelastica
my + mpg P




Sistema de 2 corpos

Corpo A com massa my e velocidade v,

Corpo B com massa mg e velocidade vg

Que forcas existem entre os 2 corpos?
Forgas internas: forcas entre os corpos do sistema (sistema Terra-Sol: forca gravitica de atracao)
FB) FA
A B

Forgas externas: forcas entre os corpos do sistema e o meio ambiente

rext rext
A B

Existem fendmenos com forcas complicadas

O Impulso é dificil ou impossivel de ser calculado



Sistema de 2 corpos

29 [ei de Newton: 39 Lei de Newton:
Corpo A Yy Fext F(B) — % F(A) F(B)
Corpo B Y EE 4+ FY = dd—iB
Somar: Yt 4y fpext L B 4 A - dftA + dftB = %('ﬁA + Pp)
Y EF + R FE =2 (Ba + Ps) S he Y g =y e

Generalizacao da 22 Lei de Newton para o sistema de 2 corpos

dP 2 Fext Pa+ Pp = 2

dt momento total do sistema de 2 corpos

independente das forcas internas



Sistema de 2 corpos

rext
Se todas as forcas externas forem nulas YF =0
temos um sistema de 2 corpos isolado

implica — =0

Num sistema de 2 corpos isolado o momento total conserva-se

Generalizacdo para sistema de muitos corpos (N)

pext _ 4 N —>._d_13
LET = dtzl:lp‘ Cdt

Se o sistema for isolado (X F¢** = 0) temos a conservacio do momento total P =YV . 5



Colisoes

Processo que envolve forcas muito grandes entre os corpos,
durante um intervalo de tempo muito curto

Num sistema de 2 corpos isolado, em que o momento total conserva-se:

Antes da colisGo
Corpo A com massa my e velocidade U, ¢
Corpo B com massa mp e velocidade v

Depois da colisGo
Corpo A com massa my e velocidade U, 4
Corpo B  com massa mp e velocidade v 4

Pao+ Ppo =Da1+ Pr1



Colisdes: 2 corposisolado, em que o momento total conserva-se.

Antes da colisao Depois da colisao
Corpo A com massa my e velocidade v, Corpo A com massa my e velocidade v, 4
Corpo B com massa mp e velocidade v Corpo B com massa mp e velocidade vp 4

A 1 dimensao, o momento total é:
MYVg0x + MBVUB ox MyVp1x T MpUB1x
Pela conservagao do momento total
MV 0x + MpUBox = MaVs1x T MBUB1x
também em qualquer instante da colisao

Se soubermos as quantidades antes da colisdo (massa e velocidades),
temos 1 equagdao com 2 incognitas

Va1x € UB1x

(serd preciso mais uma equacdo para serem calculadas)



Colisoes

Conservag¢ao de momento
* Se soubermos as quantidades antes da colisdo (massa e velocidades), temos 1 equacao com 2 incégnitas

Vai1x € VB1x: " S N
Pao + Ppo =Pa1t P1

Sera preciso mais uma equacao para serem calculadas

Se s6 atuarem forgas conservativas | B+ Ene=E.;+Ey,
* aenergia mecanica total também se conserva (mais uma equacao)

e Quando acontece chama-se colisao elastica

Quando nao ha conservac¢ao da energia mecanica, chama-se colisao Inelastica

e & preciso mais uma informacao
(ex. colisao planeta-meteoro as velocidades foram iguais depois da colisao)




Colisoes

Ex. Colisao Elastica: Péndulo de Newton

Lei de conservacao do momento:

Antes: o momento proveniente da bola que vai colidir

Depois da colisdo: ha varias possibilidades de combinacdes entre as varias massas e velocidades.

As forcas entre as bolas sao conservativas. Tem-se também a conservacao da energia.

MSF 2025 -T4
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Ex. Colisao Elastica: Péndulo de Newton

Considere primeiro o sistema com 2 bolas
Antes da colisao: o0 momento proveniente da bola que vai colidir

BolaA  com massam e velocidade v4 momento
Bola B com massa m e velocidade 0 energia cinética

Depois da colisao:
BolaA  com massam e velocidade v4 51 momento
BolaB  com massam e velocidade vp 51
energia cinética

MSF 2025 -T4

P, = MmUvg x1 + muvp x1

1 1
E = Eva,lxz +EmUB,1x

2
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Considere primeiro o sistema com 2 bolas

Antes da colisao:
momento P, = mvy 4

e 1 2
energia cinetica E = Eva'xO

Depois da colisao:
momento Py = mvy 1 + MUp xq

L 1 1
energia cinética E = Eva,xlz + EmVB,x12

Conservacdo de momento e energia

MUy x0 = MUy x1 T MVUp 1 Vaxo = Vaxi + VBx1

1 2 1 2 1 2 2 _ 2 2
SMUpx0" = S MVpx1 + > MVBx1 Vax0” = Vax1”~ T Vbxi
{UA,xO — Vax1 = VBx1 Vaxo — Vaxt = VBx1
2 2 _ 2 _ 2
Vaxo” — Vax1” = VUBxi (Waxo t Vax1)(Waxo — Vax1) = VBax1
Vaxo —Vax1 = VBxi Vg1 =0
Vaxo T Vax1 = VBx1 UBx1 = Va,x0

todo o momento transferido a segunda bola!
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Ex. Colisao Elastica: Péndulo de Newton

Agora considere o sistema com 4 bolas
Conservacao de momento e energia cinética

momento transferida a cada bola em sucessao

MSF 2025 - T4 80
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https://youtu.be/YB7KUGAP7wI?si=YONPIzAciVjMzHNW
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Ex: Colisao Inelastica: Péndulo balistico
medicao da velocidade de uma bala

Qo EduScience UK
6% SRS

- -

1. Colisao bala — bloco

2. Elevacao pelo péndulo do bloco-bala a altura h

MSF 2025 - T4

82



Péndulo balistico: medicao da velocidade de uma bala

1. Colisao bala-bloco

Antes da colisao:
momento da bala Mpaia Vbalax
momento do bloco 0

Depois da colisao:

momento bala-bloco (MpaiatMpioco)V
Conservacdo do momento ‘ Q

Mpata Vbalax = (MpatatMpioco)V m 4 7h
i = b "
— VO

. (Mpaia + Mpioco) v M+m
vbala,x —
Mpaia

Note: porgue os dois corpos vao juntos depois da colisao, sé temos 1 incégnita
Nao é preciso analisar a energia
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Péndulo balistico: medicao da velocidade de uma bala

1. Colisao bala - bloco
(mbala + Mbloco) v

Mpala

Vbalax =

2. Elevacgao pelo péndulo do bloco-bala a altura h

Os dois corpos juntos sobem como um péndulo até a altura h,

transformando energia cinética em energia potencial !n:w!_)
VO

Energia mecanica:

* No ponto mais baixo do péndulo %(mbala + Mypc) V2 +0

* No ponto aaltura h 0+ (Mpaiqg + Mpioco) 9 h.

Pela conservacao da energia mecanica:
1 2 _
2 (mbala + Mbloco)V — (mbala + Mbloco) g h

MSF 2025 -T4
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2. Elevagao pelo péndulo do bloco-bala a altura h

Os dois corpos juntos sobem como um péndulo até a altura h, transformando energia cinética em energia
potencial

Pela conservacao da energia mecanica:
1 2
> (Mpaia + Mpioco)V* = (Mpaia + Mpioco) g h

> V2=2gh

e de passo 1:

_ (MpatatMploco) %
vbala,x — Mbala

m + M
N vbala,x =( bala blOCO)\/Z—gh

Mpala

Problema: Mostre que a colisao é inelastica.
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