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Sistema mola-massa

%

mg Motion

of paper\g
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https://youtube.com/shorts/l_Wscia8h91?si=iTInI2BxufBdt3F4
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A

«© B %

https://youtu.be/FJIBPNJR2QJU?si=vINjxG2NFkel-cy9&t=165 (2’ 45”)

O que podemos observar? (Medigoes)
* A massa executa oscilagdes periodicas

e O periodoT é proporcional a raiz quadrada da massa M T =CVM

O periodo é mais curto para molas mais fortes
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https://youtu.be/FJBPNJR2QJU?si=vlNjxG2NFke1-cy9&t=165
https://youtu.be/FJBPNJR2QJU?si=vlNjxG2NFke1-cy9&t=165
https://youtu.be/FJBPNJR2QJU?si=vlNjxG2NFke1-cy9&t=165

Lei de Hooke

A extensao de uma mola (a partir do ponto de equilibrio) é proporcional a forca aplicada

< A forca gerada pela mola é proporcional ao deslocamento do ponto de equilibrio

Aplica-se a deformacao elastica de varios corpos = forga elastica

Robert Hooke 1635-1703

| {Fx——kx
' {F,=—ky o F = —k?
E,=—-kz
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Sistema mola-massa
A 1D (segundo OX)

Por medicoes:

T =C\ym
E, =—-kx
k
Com E,=—kx = Ay = =X Ay
ou seja

MSF 2025 -T5

dzx_ k
dt2 mx

equacao diferencial



Sistema mola-massa

d?x k
Com F, = —kx equacao diferencial —— = ——x
dt? m
2
Recordar as propriedades das fung¢des sinusoidais: z_z cos ax = —a? cos ax etc.
Solugao:
( (
k (t) = Asi K t+
= — x(t) =Asin| |— ,
x(t) = Acos — t+ ¢ - @
) ou
k k (t)=A4 K K t+
= —A |— si — % =A |— cos| |[—
v, (t) A — sin mt + ¢ X -~ L
L \

SOLUCOES IGUAIS, sé a expressao matematica é diferente cos (x + g) = Fsen (x)
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Sistema mola massa Solug¢oes

r r =
x(t)=Acos< %t+qb> x(t)zAsin( %t+<p>, fi;T
f ou A f :
v,(t) = —A sm( £t+qb> v (t) = A Ecos( t+g0
o afn(frre) " -l

~ - . mg
Outras expressoes matematicas que representam a mesma solugao.

”
k k
x(t) =Ccos| [—t |+ Dsen| [—t
m m
k k k k
Vy(t) = —C |—sin| |—t |+ D |[—cos| |—t
m m m m

Qualquer destas 3 expressdes matematicas concordam com a equacao fundamental da dindmica, na forma:
0. — d’x _  k X
X dt? m

k
ax=—ax = <

A

\
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Péndulo

- |
Forca de gravidade P = —-mgj I
|
Componente ao longo do arco F =—-mg sin@ :
|
Distancia ao longo do arco s =16 :
|
Entao aceleragao d2?s d20 |
a=—==L—F=—gsinf mc
dtz~ “dez - 9 mg
Agora, para 8 pequeno, sinf = 6 mg mg cos 6
ou seja d?0 g
-_— — — Movimento restrito ao arco (L é fixo)
dt? L

equacao diferencial

da mesma forma que a equacao para o sistema mola-massa!

Um sistema que obedece uma equacdes desta forma chama-se um Osciladores Harmonico Simples

MSF 2025 -T5



Péndulo Solugdes

As solucdes tém a mesma forma que para o sistema mola-massa:

( (
9(t)=Acos<\/%t+¢> 9(t)=Asin<\/%t+<p>,
=—=0
a9 " :<Ug(t):—A gsin(\/ét+q§> vg(t):A\/écos<\/§t+cp>
\ L L \ L L

(B(t) = Ccos(\/%t>+Dsen<\/%t>
<1}19(1:) = —C\Esin(\[%t>+D\f%cos<\/%t>

\

g

Ou:

Qualquer destas 3 expressdes matematicas concordam com a equac¢ao fundamental da dinamica, na forma:
daze g

dt? L



Solugoes

A

ou « ou

vx(t)=—A\/%sin<\/%t+¢> vx(t)=A\[%cos(\[gt+go>

As constantes A, ¢ ou A, ¢ ou C, D dependem das condi¢es iniciais: x(t = 0) e v,.(t = 0)

\ \

Sistema Mola-Corpo

Ex:
x(t=0)=4m 7
v, (t=0)=0 £ o

k 27
\/%z 1 rad/s 4

T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

Qualquer das trés expressdes matematicas:

vx (mys)
o

T
MSF 2025-T5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
t(s)

£
( ( (
x(t)=Acos<\/%t+¢> x(t)=Asin<\gt+<p>, x(t)=Ccos<\[%t>+Dsen(&t)

T

<\vx(t) =~ [sin ( J%t) +0 [~ cos( [0 lmg

11




A solucao é determinada por 2 constantes

p
x(t)=Acos<\/%t+¢>

v (t) = —A |[= si < LA >
\ \/;sm \/; ¢
Determine A e ¢
(

x(t)=Asin<\/%t+<p),
v (t) = A |[£ ( L )
\ \/;cos \/; 0,
Determine A e ¢
(

x(t) = C cos <\/§t> +Dsen(\/%t)
v(t) = —C £sin( £t>+Dcos( £t)
- Eon{ [ 0

Determine C e D

A

A

MSF 2025 -T5

vx (m/s)

Sistema Mola-Corpo

g f
i
2 -
0_ I I
m
_2 _
_4 -
T T T T T T T mg
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
6
4_
5 Com:
0. x(t=0)=4m
4] ,k
— = 1rad/s
_6 T T T T T T T m
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

t(s)

As constantes A, ¢ ou A, @ ou C,D
dependem das condigdes iniciais: x(t = 0) e v,.(t = 0)

12



f
,k
x(t) = Acos Et+q§
,k ,k .
ve(t) = —A |— sin| |—t+¢ Determine A e ¢
m m

Sistema Mola-Corpo / A . AmplltUde
4_

2- ¢ : Fase inicial

\

x (m)
o

Condicdes iniciais

T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

] x(0) =xy =Acos(¢)
4
. k
E o V(0) = vy o = —A |—sin(¢)
5 ' m
_4_
6 ! T T T T ' '
0.0 2.5 5.0 7.5 ;I:.[;'S(;l 12.5 15.0 17.5 20.0 Resolve pa ra A e ¢ em termos de xo e vx,o

MSF 2025 -T5 13



Problema

Uma mola exerce uma forca E, = —k x(t), em que k é a constante elastica da mola, num corpo de

massa m. Considere k = 1 N/mem = 1 kg.

x(t) =A cos(\/%t + (,b) é solu¢ao da equagao dinamica de Newton do sistema, em que A e ¢ sao

constantes.

Calcule A e ¢, no caso em que a velocidade inicial é nula e a posig¢ao inicial 4 m.



g

k , :
x(t) = Acos \/;t + ¢ A : Amplitude

¢: fase inicial

v, (t) = —A\/E sin \/Et + ¢
m m

\
Sistema Mola-Corpo
4 -
2 -
E o]
>
_2 .
_4 .
T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
6
4 .
- 2
a
E o
b
=3 —2 4
_4 .
_6‘ T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
t(s)
MSF 2025-T5

Periodo T

x(t+T) =x(t)

seos{ v ) - acs( Eev o)
k T B k )
E(t+ )+ ¢ = Et-l_gb + 21

,k
—T =21
m
m
T—Zn\/%

2T .~
T = ﬁ\/m de acordo com as medicoes

15



x (m)

vx (mys)

\

k
x(t) = Acos —t+ ¢
m

A : Amplitude

¢: fase inicial

_ k k
v (t) = — Esm( Et-l_('b)

Sistema Mola-Corpo
4
5
0 -
—2
—4
0.0 2:5 5.IO 7.I5 l[J:.O 12|.5 lSI.O l"."l.5 20.0
6
4
2
0
—2
—4
—6 T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

t(s)

MSF 2025 -T5

Frequéncia: numero de repeti¢cdes por unidade de tempo

1
f=7
1 repeticao - levalT
frepeticbes—levals = [T =1

unidade: 1/s = Hz
Como T = Zn\/%

Ou \/% = 2nf :frequéncia angular w

/k
W= [—
m

il

16
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mg



Problema: Oscilador Harmonico Simples

Um objeto de M=500g, preso a uma mola com k=8 N/m, oscila num movimento com amplitude
A=10cm.

Calcule:
a) a velocidade e aceleracao maximas.
b) a velocidade e aceleracao quando o objeto dista 6 cm da posicao de equilibrio.
c) o tempo necessario para o objeto partir de x=0 e chegar a x=8 cm.

Formulario:

y(t) = A cos(wt + ¢) W =

<=



Sistema Mola-Corpo

Energia Mecanica N
E, =—-kx £ o
dE, ) s S e e e s
F —_— e —- forga Conservativa 60.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
x dx N
= Ep=3kx2=1ma)2x2 k=mw? £ OM\
2 2 5,
E - E + E — l 2 + lk 2 _600 2I5 5I0 7I5 lDI.O l2l5 l5IO l_.l"l5 20.0
— c p = m 'Ux 2 X t(s)
1 - 2, 1 2
x(t) =Acos(wt+ ¢) =§m[Aa)sm(a)t+¢)] +§mw [Acos(wt + ¢)]
v, (t) = —Awsin(wt + ¢)
1 1
= zmAza)2 sin®(w t + ¢) +5m w? A%cos?(wt + ¢)
L 2rein2 2
=5 mw A?[sin“(wt + ¢) + cos“(wt + ¢ )]
E = 1 2A2
= Emw Constante

MSF 2025 -T5
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Energia Mecanica it
E =%mw2x2 e E=Ec+Ep=§mw2A2 { #t) = Adcoslwt+ )

m

p v, (t) = —Awsin(w t + ¢)

|

4 Sistema Mola-Corpo
Energia 4
2 -
E o
E oo
1% -2
_4 -
T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
6
4 -
7 2]
e
E o-
k)
= 2
_4 -
x _6 T T T T T T T
> 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
t(s)

https://www.geogebra.org/m/EGg2Pvhm

MSF 2025 -T5 19



Espago de fase (X, v, /w)

x(®) =Acos(wt+¢) _ XD =Acos(wi+e)
vx(t) = —A w sin(wt + ¢) 20— _Asin(wt + ¢)

w

2 v\ _ 2 . N
= x4 (t) +( - ) =A eg. circunferéncia raio A

t
= plot v"wﬁ VS X

Q: Como estd relacionado com a conservagdo de energia?

MSF 2025 -T5

wvxw (myrad)

Oscilador Harmonico Simples

20




Oscilador Harmonico Simples Calculo analitico: sumario

Lei do movimento

k
E=-kx = Ay = ——X

x(t) =Acos(wt+¢)
= v, (t) = —Awsin(wt + ¢)

Com x(0) e v,(0) calcula-se A e ¢

wz\/g, fzi\/E e T=2m|=
m 2T\ m k

Carateristicas do movimento

Conservacao de energia

dE 1 1 1
Fe=—kx=—-=— = E,=>kx*=-mw?x? = E =

dx 2 2 T2 2

1 1
muvz + ~k x? = >mw?A? conserva-se
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Oscilador Harmonico Simples

Simple Harmonic Motion: Mass on a Spring

Autor: Alan Pacey, Tom Walsh

This simulation shows the oscillation of a box attached to a spring. Adjust the initial position of the box, the mass of the box, and the spring const
Run, Pause, Reset, and Step buttons to examine the animation. Check or uncheck boxes to view/hide various information.

Show Energy Pie Graph

,energy

position

Initial Spring Stretch (m) Ax; =[D

Mass of Block (kg) m =

Spring Constant (N/m) k =

https://www.geogebra.org/m/EGg2Pvhm

22

Show Energy Graph

Show Time Graphs g
:

Show Numerical Values

Slower

Faster

e

Animation Speed

Position = 5m

Velocity = 0 m/s
Acceleration = -25 m/s?
Kinetic Energy = 0 Joules
Spring Potential Energy = 1250 Joules




Oscilador Harmdnico Simples Calculo Numérico: Método de Euler-Cromer

Sistema Mola-Corpo

ay = ——x Ty ;A " 7 N 7

E=—-kx = m ° > ® o © g e ol®
x(0) e v,(0) 2 - o © e © o * . -. S
"é‘- ] [ ] L] 9 @ Y . ® e
= 04 & ® . ° ™ ° . ~ e o
* * o o o o o e o ° o
—2 - [ ] ® L ] L ® [ ~ o °
® @ 9 ) ® 9 ® e
41 v v v v v
0 5 10 15 20 25 30
6
4_
— 2
L]
E o
=
= -2
_4_
_6 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

t(s)

Como calcular a amplitude A e o periodo T? Como saber a fase ¢?

MSF 2025 -T5 23



Interpolacao

3 pontos e a parabola a passar

-
15 1

10 1 L

_lﬂ 4

0 1 2 3 4 5 6
Por trés pontos (xg, Vo), (X1, V1) € (X3, V>)
ha sempre uma pardbola (polindmio de 22 grau) a passar nesses 3 pontos.

Polindmio de Lagrange:
(x —x)(x — xz)y N (x — x0)(x — xz)y N (X —x0)(x — xq)
(Xo—x1) (Xp—x32) ° (x1—x0) (X1 —x3) ' (x2—%x0) (X2 —x1)

y(x) = Y2
Podemos usar o polindmio para:

* Interpolagcao — encontrar o valor de y num ponto x onde ndo temos dados

* Interpolacao inversa —encontrar o valor de x que corresponde a um determinado valor de y

* Calculo de maximo e minimos



Calculo de maximo e minimos

Polindmio de Lagrange

(Xx—x1)(X—X3)

(X—%x0)(X—X3) (Xx—xp)(X—%1)

y(x) =

A condicao de maximo, como de minimo, é :

(xp—%x1) (Xo—X2) 0

(x1—%0) (X1 —X2) 1

(x2—x0) (X2—X1) 2

3 pontos e a parabola a passar

+ ® # maximo
dy 15 -
—. = 0 noponto (xy, ymax)
10 - ®
[(c—x2)+(x—x1)] [(x—x2)+(x—x0)] [(x—x0)+(x—x1)] 0 .
(xo—x1)(xp—x32) (x1—%0)(X1—x2) (X2—%0) (X2 —x1) * 2 =
D.
N a0+b0+c0
mo 2(Cl+b+C) -5 |
com a4 = Yo — V1 — Y2 -10 -
(xp—x1)(Xo—%2) (1 =x0)(x1—%2) (2 —x0)(x2—%1) [:. 2 3 4 5 6
=
a0 = (x2+X1)Yo bO = (X2+X0)Y1 c0 = (Xo+X1)Y2

B (xo—x1)(X0—x2)

B (x1—%0) (X1—X2)

= Vimax (Xm) = polindmio de Lagrange

B (x2—x0) (X2—X1)

MSF 2025 - T5
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Calculo de maximo e minimos

O maximo ou o minimo duma fun¢ao de pontos discretos por interpolacao de Lagrange:

def maxminv(x0,x1,x2,y0,y1,y2): 3 pontos e a parabola a passar

# Maximo ou minimo usando o polindmio de Lagrange * . & maximo
# Dados (input): (x0,y0), (x1,y1) e (x2,y2) 15 -

# Resultados (output): xm, ymax
xab=x0-x1 10 o
xac=x0-x2
xbc=x1-x2 E 4

a=y0/(xab*xac)
b=-y1/(xab*xbc)
c=y2/(xac*xbc)

xmla=(b+c)*x0+(a+c)*x1+(a+b)*x2

xm=0.5*xmla/(a+b+c) —10 1

xta=xm-x0 X
xtb=xm-x1
xtc=xm-x2

ymax=a*xtb*xtc+b*xta*xtc+c*xta*xtb
return xm, ymax

MSF 2025 - T5 26



Problema: Dado um certo Yy, qual 0 X4yt correspondente?

Interpolagao inversa

_ (= x)(x — x3) (x — x0)(x — Xx3) (x — x0)(x — x1)

Yip = tg—x) (o—22) 20 (x1—x0) (1—22) * 1 (xz—0) (Xp—x1) 2

__ b+vVb?—-4ac
= Xout = 2
(a=e+f+yg

b=-e(xg+x)+f (xo+x)+ g +x3)
c= exoXx;+f XoXy + 9 X1X2 — Yinp

Y2
(x2—x1)(x2—x0)

f= Y1

(x2—x1)(x1—%0)
g=

{ €=

— Yo
\ (x2—x0)(x1—%x0)

MSF 2025 - T5

0.1 -

0.0 -

-0.1 -

—0.2 1

—0.3 1

—0.4 1

—0.5 1

3 pontos e a parabola a passar

L

xiy=0)

27
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Interpolagao inversa

Dado um certo Y;yp, qual 0 X,y correspondente? - b +Vb? — 4ac
out —
2a

def intlaginvv(yinp,xm1,xm2,xm3,ym1,ym2,ym3):

3 pontos e a parabola a passar

xab=xm1l-xm2 0.1 - * m xiy=0)
Xxac=xml-xm3
xbc=xm2-xm3 0.0 - m
a=ym1/(xab*xac) a
b=-ym2/(xab*xbc) -0.1 4
c=ym3/(xac*xbc)
am=a+b+c > —0.2 7
bm=a*(xm2+xm3)+b*(xm1+xm3)+c*(xm1+xm2)
cm=a*xm2*xm3+b*xm1*xm3+c*xm1*xm2-yinp —0.3
xout=(bm+np.sqrt(bm*bm-4*am*cm))/(2*am) .
if xm3 >xm1 and (xout < xm1 or xout > xm3): —0:47
xout=(bm-np.sgrt(bm*bm-4*am*cm))/(2*am) o
if xm1 >xm3 and (xout < xm3 or xout > xm1):
xout=(bm-np.sqrt(bm*bm-4*am*cm))/(2*am) 6 2 a 9 10

xta=xout-xm1

xtb=xout-xm2

xtc=xout-xm3
yout=a*xtb*xtc+b*xta*xtc+c*xta*xtb
return xout, yout

MSF 2025 - T5 28
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Oscilador Harmdnico Simples Calculo Numérico: Interpolagao

k

a, =——Xx
Fx =—kx = x m lmg
x(0) e v (0) Sistema Mola-Corpo
N g N
o @ ® ] ® ]
. s ©® s ©® o  * Py
Como calcular amplitude A? e ¢ o o Jle
° * o — L
® ® o * ° ®
& L ® L ] ® ] °
o ) ® e ® e
vI I” I ” I ” T
./’\ 10 15 20 25 30
4_
o
w 27
E o]
=
Xmax — Xmin ~ -2
A= > L
_6 I I I I I
0 5 10 15 20 25 30
t(s)

MSF 2025 -T5 29



Oscilador Harmdnico Simples Calculo Numérico: Interpolagao

k
Ay = ——X

x(0) e v:EO)

Sistema Mola-Corpo

~T1

')

-

TY R AT A

@ CHE e |® : @
27 ® o[ T o |® o *
"é“ @ [ ] <._._> » ® O
Como calcular o periodo T? =0T e e e[ * e *
L] [ ] L i ] ® @
—2 1 o L ] & [
oo Wy ¢ o 2
=== msam EnEn A
T = thax2 — tmax1 0 5 10 15 20
(7]
4_
a2
E o-
=
- _2
_.q__
_6 I I I
0 5 10 15 20

t (s)
MSF 2025 -T5



Oscilador Harmdnico Simples Calculo Numérico: Interpolagao

k
Fr=—-kx = = mx (tm1, Xmax1)
x(0) e 1(0) \ Sistema Mola-Corpo
Ty R A A A
Como calcular fase ¢? .1 ® oo o e ¢ ° %
¢ | Te ©® o * & o
z ® o | ® o @ o * o ° e
x(t) = Acos(wt+ ¢) = 9 ¢ e ': 7 ': = ': = : .
maximo quando wt + ¢ = 2m, 4, ... 7 - : : ® : ° : P : . :
® 0 ® 9 e 9 e Qe
primeiro maximo X;,4x1 (tm1) quando = v . v. .” . Vv . v .
0 5 10 15 20 25 30
wty, + ¢ =21 °
_ 2m 49
0= = 2
E -
_ tmi =
> ¢=2r(1-2) =y
_,q__
Se encontrar ¢ > 1, subtrair 2m: ¢ = —ZntlTl 6 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30

t(s)
MSF 2025 - T5 31



Importancia do oscilador harménico

E, .
Energia potencial qualquer, com minimo em x5, P
Xmin X
Expansao de Taylor a volta de x,,,;,,:
dE 1d?E 1 d3E
_ p p 2 p 3 4
E,(x) = E,(Xpmin) + Tx ox + > Ix? ox“ + 3 dx ox> + o(6x*)
Xmin Xmin tXmin
comoéx = X — Xmin
. dE,
em X,,;,, a forca é nulal E.(Xmin) = — r =0
Xmin
1d2E, 1 d3E
— 2 p 3 4
E,(x) — E,(Xppin) = 5 2 oxc + 3 de ox> + o(6x*)

Xmin tXmin



Importancia do oscilador harmoénico

E, .
Energia potencial qualquer, com minimo em X, )
Xmin X
1d%E 1 d3E
14 14
E,(x) — Ep(min) = > 2 5x? + TP 5x3 + o(86x%)
Xmin Xmin
Se fizermos a escolha: Ej,(xpmin) =0 € Xy =
1 1 d3E
Ep(x) = +=kx? + ——— x* + o(x* com:
p (%) 2 3! dx3 %)
Xmin

Troncara o(x?) — oscilador harmdnico simples.
Troncara ¢(x3) — oscilador cubico.

MSF 2025 -T5

e requer 6x < 1

2
dx?

Xmin

33



3
idEp

. il _ 1, .2
Oscilador cubico: Ep(x) = Skx®+-—

1
x3 = Ekx2+ax3

Xmin

Oscilador Cubico

17.5 1

15.0 4

12.5 4

10.0 +

7.5 1

Energia Potencial ()

5.0 1

2.5 1

0.0

Solucao analitica (muito) dificil

= Meétodo de Integracao Numérico de Euler-Cromer




Oscilador cubico:  E,(x) = +%k x?+ax3

Meétodo de Integracao Numérico de Euler-Cromer

oscilador Cubico

4_
2
dE _
. = —— = — — E g-
Forca: F, P k x —a x? E
dx *
-7
( k a 2 =47
ax — ——x—— x T T T T T
m m 0 5 10 15 20 25 30
6
= x(0) N
L vX(O) _— 2
.
5
—4
_6‘ T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

t(s)
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Oscilador cubico E,(x) =+ % k x? + ax?

Meétodo de Integracao Numérico de Euler-Cromer

oscilador Cubico

4_
 Movimento periodico 2 1
E o
* Podemos calcular a amplitude e o -2
periodo usando os métodos de =4
interpolacao. 0 5 10 15 20 25 30
4_
a
E o
5,
_q__
_6‘ ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30

t(s)
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Espaco de fase (x, v, )

Oscilador Harmoénico Simples Oscilador Cubico
2 v (D) _ 42 - Ancia rai N3o é circular!
x4(t) + =) = A% eq. circunferéncia raio 4 -
= plot 2x() VS X
w

oscilador Cubico

Oscilador Harménico Simples

vx/w (my/rad)
=
v /w (my/rad)
(=]

MSF 2025 -T5 37



Oscilador Harmonico Amortecido

resisténcia — __






Oscilador Harmonico Amortecido

F. = —kx —bv,

= a. =—Xx 2y —_w2x-2yp
X = m m x 0 m X
ou |
d?x , b dx
dt2 0 m dt
k ~ . . ~ .
(,()0 = a = frequenCIa de OSClIagaO sem amortecimento

Trés casos:

* Amortecimento fraco: b<2muw,
* Amortecimento forte b>2muw,
* Amortecimento critico b=2muw,



Oscilador Harmonico Amortecido -- Calculo Analitico

d’>x  ,  bdx T
acz -~ 0t Tmde
Amortecimento fraco: b < 2m w, < /\
( b 5 /\\//'\\_/ —
) () =Aqe” zmt cos(w t + ) \/
= b
v (t) = —A, e 2m [a) sin(wt + ¢) + %cos(w t+ ¢ )]
2 b \? o
emque w = _ [Wy — (%) Time

,k A N :
w% == frequéncia de oscilacao sem amortecimento

b,

Oscilacdes cos(w t + ¢ ), mas com amplitude que decai exponencialmente: A e zm



Oscilador Harmadnico Amortecido -- Calculo Analitico

Amortecimento fraco: b < 2 m w,

( b
x(t) = Aae_ﬂt cos(a) t+¢)

v (t) =—A e zm [wsm(wt+qb)+—cos(wt+¢)]
o=Jui- (L) izt

Sabendo x(0) e v, (0) calcula-se A, e ¢ :

\

Amplitude _____ 4,

Vs

VAR

Time

a1 b
¢ = tan [_ (vx (0) + x(0) %) /(‘)] obtemos 2 valores . Temos de escolher qual deles é!

A, = \/x(O) 2 + [(vx(O) + x(0) %) /a)]2



Oscilador Harmonico Amortecido -- Outros casos

Amortecimento forte b > 2 m w,

Amortecimento tao forte que o corpo vai diretamente para a
posicao de equilibrio, sem oscilar

b
Decaimente exponencial x(t) =e th{Cewt + De_wt}

o= ot (L)

Para valores maiores de b, o decaimento é mais lento

Amortecimento critico b = 2 m w,

Quando comeca o amortecimento forte
b

Decai o mais rapidamente possivel x(t) = e_ﬁt{C + Dt}

MSF 2025 -T5

5o
0,301
0,251
L0
=251

(.50 4

— Underdamped
Overdamped
——- Critically Damped
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Oscilador Harmoénico Amortecido Calculo Numeérico

Usando o método de Euler-Cromer obtivemos as solucdes:

Amortecimento forte: b > 2 m w,

5EiE-trerna Mola-Corpo com amortecimento forte b=bc*1.08

E,=-kx —bv, = Ay = ——X —— U E oA

) — EC
k=1N/m S A S S S S S
m = 1kg a)0=1rad/s = 57

E u-\
b, = 2 kg/s §5 T
b=b,x1.08=2.16kg/s rR S S S S S S S

=

s

=
x(0)=2m e v,(0) =5m/s %D )

c 0 1 2 3 4 5 3 7 8

t (5]
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Oscilador Harmonico Amortecido

Amortecimento fraco: b < 2m w,
E,=—-kx —bv,=> a,= —%x—n%vx
k=1N/m

m=1kg wo = 1rad/s

b, = 2 kg/s

b=b,x0.08 =0.16 kg/s

x(0)=2m e v,(0) =5m/s

Do resultado numérico (6t = 107> s)

T =6.3034s
w = 0.9968 rad/s

o analitico — \/_ —
m

MSF 2025 -T5

(

b

Zm

2
) = 0.9968 rad/s

x (m)
-]

energia (J)

Calculo Numeérico

Sistema Mola-Corpo com

amortecimento

wx (mfs)
o

t(s)

el =
exato
|_"| l;. 'II:"I 'III:. '.Ill"l '.III; '-|:|
— AT
exato
|_"| l;. 'II:"I 'III:. '.Ill"l '.III; '-|:|
0 5 10 15 20 25 30
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b

Amortecimento fraco A(t) = Age” zm’
b
x(t) =A(t)cos(wt + ¢ ) v, (t) = —A(t) |wsin(w t + ¢p) + py cos(wt+¢)
Oscilador harmonico amortecido b=0.16 ks/s Oscilador harmoénico amortecido b=0.16 ks/s
4 -
2 i
b =
—2 1 — EC —
— Alt) .
— _ At} e -
-4 — exato + = - Alt}
0 1E:| zh aiz ru':u 50 0 10 20 0 40
t(s) t(s)

Amplitude decai exponencialmente
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Damped harmonic motion

Autor: Chris Hamper

Vary the damping factor to see the the change in Q value

0.08 1
amplitude = 0.04
0.06 @
Damping factor = 3.5
0.04 A
h” Frequency = 15.5 Hz
0.02 ”

0

-0.02 A U

—0.04 1

—0.06 A

https:!{www.geogebra.org/m/ZMjkkEwU
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Problema

O movimento de um oscilador amortecido obedece a equacao
d?*x dx

ondec=b/2me w, = % :

Mostre que x(t) = Ae™ t cos(w t ) é uma solucdo deste equacdo se w tome um
determinado valor. Qual é este valor?



Problema

Um oscilador amortecido consiste de uma massa de m=2 kg afixada a uma mola de
constante k, e movendo num fluido viscoso.

Se o coeficiente de amortecimento for b = 1 kg/s, qual deve ser o valor de k para que o
oscilador seja criticamente amortecido?



Teste 2 até aqui!



MSF 2025 -T5

Oscilador Harmaénico Forcado

EE*t = F, cos(wst)

"

51



Oscilador Harmanico Forcado (e com amortecimento fraco)

Forga externa F¢*t = F, cos(wyt)
E,.=—-kx —bv, + F, cos(wft)

—%x —%Ux + %cos(wft)

dx__k__ b F (0r0)
—=——x——v, +—cos(w
dt? m m>* m !

equacao diferencial de segunda ordem



Oscilador Harmoénico For¢cado (e com amortecimento fraco)

2
Forca externa Ef*t = F, cos(wft) — ﬂ k b
dt? m m

Solucao Analitico:

b
x(t) = A, e 2m" cos(w, t + @) + A(a)f) cos(wst + a)

|

parte estacionaria = permanece no tempo

parte transiente
= tende para zero (posicao de equilibrio)

MSF 2025 -T5

= ——x—_vx+_

Fo
m

COS(a)f t)




Oscilador Harménico Forcado (e com amortecimento fraco)

Regime transiente

b
x(t) =A, e 2m" cos(w, t + ¢) + A(a)f) cos(wst + a)

2
b k
‘“a:Jw%‘(ﬁ) w6 =

Parte transiente da solucao é idéntica ao oscilador amortecido sem forca externa

A frequéncia w, e diferente da frequéncia wy da forga externa



Oscilador Harmonico Forcado (e com amortecimento fraco)

Regime estacionario (permanente no tempo)

x(t) = A(a)f) cos(wst + a)
Fy /m

oo 2

Movimento harmodnico simples, com a mesma frequéncia da forca externa

A(wy) =

mas a amplitude depende da frequéncia w da forca exterior
e da sua intensidade F;, e do sistema mola-corpo expresso por w, ,k, m,e b.



Problema

Uma mola exerce uma forca F, = —k x(t), em que k é a constante elastica da mola, num corpo de
massa m. Considere k = 1 N/mem = 1 kg.

Ao oscilador esta aplicada uma forca exterior
EE*t = F, cos(wyt)
e uma forca de amortecimento

anmort — —bvx
em que
b = 0.15 kg/s
FO - 2 N
wr = 1rad/s

Determine numericamente (método de Euler-Cromer) a lei do movimento, no caso em que a velocidade
inicial € nula e a posicao inicial 4 m.

Calcule a energia mecanica. E constante ao longo do tempo?



Oscilador Harmanico For¢cado -- Calculo Numérico. Método de Euler-Cromer

Forca externa E*t = Fy cos(wyt)

Forca de amortecimento FE#™M0" = —pyp,
k b F,

Ay = ——X —— 7V, +—COS|w¢l
X m m X m ( f )

x(t=0)=4m

v, (t=0)=0

k=1N/m;

m=1kg

Wy = %= 1 rad/s

b = 0.15kg/s

FO — 2 N

wr = 1rad/s

MSF 2025 -T5

x (m)

Sistema Mola-Corpo forcado com amortecimento

[ | P A A
. )]
5__
0 ol el S S [ S - - - -
_5_
IRINIR|
—10 - 1 [ = forcado
l ll u h h | amortecido
0 20 40 50 80 100

A

»
»

A

»
>

regime transiente

regime estacionario
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Oscilador Harménico For¢ado -- Amplitude no regime estacionario

Fo/
: A A(wy) = =
Vamos variar a frequéncia do forcamento b won 2
(w? — w2)2 +( f)
f 0 m
x(t=0)=4m
v, (t=0)=0m/s
k=1N/m; 12 - W = W,
m = 1kg 5 A= Fy/bw,
” .
Wy = \/n:1 = 1 rad/s ~
b = 0.16 kg/s E B
[iE]
E
Fo=2N s °
£
wr = qualquer rad/s LIy
A(a)f =0) = 40 — 1, tende para zero
k 2 i l
|::| .

Amplitude nao depende das condicdes iniciais " 0e 10 1e 30 . 20
MSF 2025 - T5 frequéncia forca externa (rad/s)



Oscilador Harménico Forcado -- Amplitude no regime estacionario

Diferentes valores de b
(coeficiente de amortecimento)

x(t=0)=4m
v (t=0)=0m/s
k=1N/m;

m = 1kg

Wo =\/n£1= 1 rad/s

b = 3 valores kg/s

FO =2N
wr = qualquer rad/s

MSF 2025 -T5

FO /m

oo 2

Amplitude do Oscilador Forcado bc=2*massa*omeqga

A(wy) =

45 1 —— b=hc*0.2
b=hc*0.08 A(wy) = Fy/bw,
b=hc*0 04
20 -
E 15 /
L
=
=
2 1p -
m
5 |
D -

0.0 05 10 15 2.0 25
frequencia forca externa (rad/s)



amplitude (m)

25 -

20

15 -

10~

Oscilador Harmanico For¢ado (e com amortecimento fraco)

Amplitude do Oscilador Forcado bc=2*massa*omega

—— b=bc*0.2 |||
b=bc*0.08 |
b=bc*0.04 ’ ||
| l
I \
|
0.0 05 10 15 20 25

frequencia forca externa (radfs)

MSF 2025 -T5

Amplitude maxima perto de wr = w

Mesmo quando F, € pequeno a amplitude
(do movimento oscilatério simples do regime estacionario)

pode ser enorme (e nio depende das condi¢des iniciais)

Este fendmeno chama-se

RESSONANCIA

60



Ressonancia
Oscilador Harmonico Forcado
Tem amplitude maxima perto de wy = w,

Eg*t = F, cos(wyt)

Na ressonancia, a velocidade e a forca externa estao em fase

Em qualquer instante Ev, >0

10 1

Ou seja, a forca exterior empurra o corpo sempre a favor

(ou no sentido) da velocidade :

kv, = F,

A poténcia fornecida pela forca externa (pelo motor)
e sempre positiva, e tomara o valor maximo.

: Al 1 L
A energia mecanica E = 3 k A? é maxima

A energia perdida devida a resisténcia do meio também é maxima.

MSF 2025 -T5

Sistema Mola-Corpo forgado com amortecimento

_lﬂ -

j

I‘

|

'|

r|

r|

|1

I‘

||I||I|

— WX
forga ext

20

80 100

61




Ressonancia

A Ponte do Estreito de Tacoma caiu em 1940, devido a
torques vibracionais induzidos pelo vento, fazendo a ponte
oscilar com o=~ frequéncia de ressonancia!

DISASTER!
The Greatest

Camera Scoop
of all time!

MSF 2025 - T5



@) TACOMA BRIDGE COLLAPSE

https://www.youtube.com/watch?v=XggxeuFDaDU

MSF 2025 - T5
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Estreito de Tacoma
Nova ponte, 1950
Modelos extensivamente testados!

estrutura mais rigida,
aberturas para permitir a passagem do vento

Ainda nao caiu.
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Circuitos elétricos
AMNN—— T —
R L

C

~N

U/
R aresisténcia, v
L aindutancia da bobine e

C a capacidade do condensador Circuito RLC em serie

U fonte de tensio AC A carga elétrica Q(t) no condensador varia (oscila) de acordo com

2
Ld Q(t) + R aQ(t) +%Q(t) =V, sin(wt + @)

tensdo proporcional a derivada tensdo proporcional tensdo proporcional tensdo do fonte AC
da corrente V, = L% a corrente Vp = RI acarga Vo =Q/C
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Circuitos elétricos rw L T

=y
)
1%

Comparacao dos variaveis e coeficientes dos sistema corpo-mola forcadao e amortecido e dum circuito elétrico RLC em série:

Sistema mola-corpo forcado amortecido Circuito elétrico RLC
t t
x(t) Q(t)
Uy (t) = I I = Ccli_(tz
m L
: :
b R
F, Vo
Wy W

Com esses substituicoes, as equacoes diferenciais sao de forma idéntica:

dx a’Q() 4o
dt? dt? dt

MSF 2025 -T5 66

1
= —k x — b v, + Fy cos(wyt) L t- Q(t) =V, sin(wt + ¢)



Circuitos elétricos \ o

=)
&7
%

As equacoes diferenciais de sistema corpo-mola-motor e de um circuito elétrico RLC em série sao equivalentes.

d?x d?Q(t) do(t) 1 _
m—og = —k x — b vy + Fy cos(wyt) L 72+ RT +EQ(t) = Vo sin(wt + ¢)

Ent3do o circuito elétrico RLC mostre comportamento analogo ao oscilador forcado:

R
Q(t) =A, e 2L sin(w, t + @) + A(w) sin(wst + a)

* Oscilagdes iniciais transitorias que decaem com o tempo R\2 1
_ 2 _ (22 2 _

Wa = @0 <2L) “o=CL

* Regime estavel com oscilacdes com a mesma frequéncia

da fonte de tensao Yo /1
Alw) = >

Jew =+ ()
* Maximo de amplitude (ressonancia) quando a frequéncia
. sy s . 1
do potencial elétrico aplicado W = Wy essonancia = |— a = tan~ 1 Rw/L

LC (1)2 - (UO



Transmissibility
|G(U) \)|

Ressonancia nos circuitos elétricos

Um radio recebe todas as ondas
eletromagnéticas emitidas pelas estacoes de
radio.

O fendmeno ressonancia permite amplificar no
radio a estacao de radio pretendida,

mudando (sintonizando) a frequéncia w, até
i MRS coincidir com a frequéncia que se pretende
ouvir.

& = Damping coefficient

o o
A 0
Frequency Ratio
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Oscilador Quartico Nao Harmoénico For¢cado (e com amortecimento fraco)

Ep — ax? a =0.25m
100 Osc Quartico Ep = alfa*x**4, alfa=0.25 m**(-2)
_ 3
k. = —4ax® —bv, + F, cos(a)ft) a0
3
5]
. 2
Termo da forga linear em x ausente 2 401
(oscilador nao harmonico) £
20 1
. ~ . — alfa*x**4
Oscilador extremamente nao linear a2
forca muda abruptamente com posicao " 30 1o 0 10 o0 0

m {m}
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Oscilador Quartico Nao Harmonico Forcado (e com amortecimento fraco)

Calculo Numérico: Método de Euler-Cromer

a b FO

ay = —4Ex3 ——Uxt Ecos(a)ft)
k=1N/m m=1kg

K

Wy = \/% = 1rad/s

b = 0.05 kg/s
Fo=75N wr = 1rad/s
a = 0.25 m?

x(0) = 3.0000 m
,(0) =0

Solucao nao converge!

MSF 2025 -T5

Oscilador Quartico Ep=0.25*x**4 Met Euler-Cromer

TR
RV
/

AAARAALRRIN .

70




Oscilador Quartico Nao Harmonico Forcado (e com amortecimento fraco)

Calculo Numérico: Método de Runge-Kutta de 42 ordem

a b FO
= —4—x3 —— — t
Ay mx mvx + mcos(a)f )
k=1N/m m=1kg
K

Wy = \/;1 = 1rad/s
b = 0.05 kg/s
Fo=75N wr = 1rad/s
a = 0.25m™

x(0) = 3.0000 m
v,(0) =0

Converge!

MSF 2025 -T5

Oscilador Quartico Ep=0_25*x**4 Met Runge-Kutta 4

x (m)
=

— dt=0.01
— dt=0.001

i

wIJ\

)

|




Integracao Numeérica de uma equacao diferencial de valor inicial

g
dv, (t
) vdf ) — ax(t: Vx)
vx(t — O) = VUxo
\
Método de Euler
U (t + 6t) = v, () + ay (t,v.(t)) X 8t
ou
v, (t + 6t) = v, (t) + ¢, X St
em que ¢r = a(t, v, (1))

Erro global o(6t)

MSF 2025 -T5

n+1
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Integracao Numérica de uma equacao diferencial de valor inicial

(dv, ()
) — = a,(t,vy)

\Ux (t — 0) = VUxo

Método de Runge-Kutta de 42 ordem Yo+ hks
v, (t + 6t) = v, (t) +%[Cl + 2¢c, + 2¢5 + ¢4] X 6t

o+hky/2
em que C1 = ax(tJ Ux(t)) i hkq/2
5 s 01t NKq
cz=ax(t+?t,vx(t)+c1?t) g
St ot
C3 = A, (t +?,Ux(t) + C; ?)

c, = a,(t + 6t,v,.(t) + c3 5t)

to ty+h/2 to+h

Erro global o(6t*)

MSF 2025 -T5 73
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Integracdao Numérica pelo Método de Runge-Kutta de 42 ordem

No e-learning esta a funcao

def rk4(t,vx,acelera,dt):
Integracdo numeérica de equacao diferencial de 22 ordem:
dvx/dt = ax(t,vx) de valor inicial
Erro global: proporcional a dt**4
acelera=dvx/dt=Forca(t,vx)/massa : acelera é uma FUNCAO
input: t =instante de tempo
vX(t) = velocidade
dt = passo temporal
output: vxp = vx(t+dt)

Deve definir a funcao de aceleragao, cujo nome é passado como argumento

MSF 2025 -T5
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Oscilador Quartico Nao Harmadnico For¢ado (e com amortecimento fraco)

Método de Runge-Kutta de 42 ordem Oscilador Quartico Ep=0.25*x**4 Met Runge-Kutta 4
_ dt=0.01
Bp = ax* i dt=0.001
k=1N/m m = 1kg 2
b = 0.05 kg/s N
Fo=75N wr = 1rad/s £ o
a = 0.25 m L
x(0) = 3.0000 m L
vx(O) =0
_3 i
Carateristicas: 0 20 v oo 80 100

A amplitude (posicao maxima e minima) nao se mantém constante
O periodo (intervalo de tempo entre dois maximos de amplitude) nao se mantém
constante



Oscilador Quartico Nao Harmoénico For¢cado (e com amortecimento fraco)

Meétodo de Runge-Kutta de 42 ordem

Espaco de Fase

Oscilador Quartico Ep=0.25*x**4 Espaco de Fase

_ 4
Ep—ax

k=1N/m m=1kg
b = 0.05 kg/s
Fo=75N wr = 1rad/s 41

a = 0.25 m> 27

x(0) = 3.0000 m E o0
v,(0) =0 >

Carateristicas: o
 Afigura no espaco de fase é muito complexa
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Espaco de fase

Oscilador Harmaonico Forcado e Amortecido Oscilador Quartico Nao Harmodnico Forcado e Amortecido

Oscilador Harménico Simples Oscilador Quartico Ep=0.25*x**4 Espaco de Fase

T
s W
E o
] % 0
; -1 4 -
_2 g
_2 .
-3 4 —4 1
—4 A
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 T T . . T T T
x (m) -3 -2 -1 0 1 2 3

As duas trajetorias no espaco das fases contrastam imenso!

Harmonico: Trajetdria fechada ( parte estacionaria)
Quartico: A trajetoria nunca se fecha!

MSF 2025 -T5 77



Oscilador Quartico Nao Harmonico Forcado (e com amortecimento fraco)
Oscilador Quartico Ep=0.25*x**4 Met Runge-Kutta 4

Meétodo de Runge-Kutta de 42 ordem
3 )/=—— 0=3.0000| , 4| s
L . x0=3.0003 | | ||
Condigdes iniciais extremamente préximas % I oA f ll
! | ,I‘f W, ! ‘ |
x(0) =3.0000m e 3.0003m 14 |- | .. | AR |,1 r
! ‘ | \ ' , f |
: l .
P | 1 \ ’ A ' |
_1 ‘ ! ‘ ‘ l( | I I
| |l | I' l| ‘
_2 - ' v, d '
)
|
-3 !
Carateristicas: ’ # T S v 100

* Solucdes com condicdes iniciais extremamente proximas DIVERGEM!
* A diferenca entre condicdes iniciais pode ser menor que o erro experimental

 Apesar de a solucdo ser UNICA (para uma condicio inicial), ndo se consegue calcular
(prever) a evolugcao a médio prazo
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Oscilador Harmdnico Amortecido e For¢ado no regime estacionario:

* Insensiveis as condicOes iniciais
 Oscilacao estavel e regular

% (m})
(=]

Oscilador Quartico Amortecido e Forcado,

para alguns parametros do ou seja para Forcas ndo lineares:

Sistema Mola-Corpo forgado com amortecimento

Oscilador Harménico Simples

vx/w (m/rad)

e  Movimento irregular e variavel
 Extrema sensibilidade as condicOes iniciais

x (m)
(=]

CAQOS o

MSF 2025 -T5

Oscilador Quartico Ep=0.25*x**4 Met Runge-Kutta 4

Oscilador Quartico Ep=0.25*x**4 Espaco de Fase

| —— x0=3.0000

wx [mys)
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Caos

“Quando o presente determina o futuro, mas o presente aproximado
ndo determina aproximadamente o futuro.”

Definicao de Sistema caotico:

1. Extrema sensibilidade as condicdes iniciais
2. Nao perioddico

3. Topologicamente transitivo

trajetdrios eventualmente passam em qualquer regiao do espaco

Nota: sempre movimento deterministico

Edward Norton Lorenz (1917-2008)


http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Edward_lorenz.jpg

Equacoes de Lorenz

Estudo da evolucao temporal da conveccao dum fluido com num modelo muito simples.

(dx (o (F — ) —
d_:O-(y_x) x(t =0) = x
gt 1¥( =0) =y,
<d—}t]=rx—y—xz \Z(t:O)ZZO
dz .

= bz

As variaveis x,y e z nao possuem significado fisico direto.



Equacgoes de Lorenz

Estudo da evolucao temporal da conveccao dum fluido com num modelo muito simples.

(dx
E—a(y—x)
dy o
Lo TX Ty Xz

dz
—_— —_ Z
- = XY b

x(t=0) =x

y(t =0) =y,
L z(t=0) =z

A

MSF 2025 -T5

c=10;b ==;r = 28;

w o

Modelo de Lorenz para x=y=z=1

20 4
0 WWAW‘NWMW
) ) ) 1 ) ) ) 1 )
n C 100 15 il T Tl C A
I] -
) ) ) 1 ) ) ) 1 )
n C 100 15 il T Tl C A
I] h 1 1 1 ] 1 1 1 ] 1
0 5 10 15 20 25 a0 15 Ful ]

t(s)

Solucao nao periodica e irregular

Espaco de fase
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Equacoes de Lorenz
Estudo da evolucao temporal da conveccao dum fluido com num modelo muito simples.

Modelo de Lorenz para x=y=z=1 Modelo de Lorenz para x=1.00001, y=z2z=1
20 4 20 4
I I I I I I I I I I I I I I I I I I
h (=4 A 15 il g A a5 A '] [ 100 15 T 5 AN a5 A
20 20
= 0 = 0
—20 - =20
I I I I I I I I I I I I I I I I I I
[ 10 1= 2 5 =T a5 A i [= 1i0 15 20 a5 =T e AC
40 40
™20 ™20
0+ 0-
I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 0 5 40
t(s) t(s)

3 equacoes em 3 variaveis

Estas equacoes de Lorenz possuem uma extrema sensibilidade as condicdes iniciais:

= CAOS
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Duplo Péndulo

Analise das forcas, (gravidade e tensao nas ligacdes)

LLLLL LS Relagdes entre posicdes x e y e angulos 8

a6,

ks

d(l)l _ —g(2m1 + mz) sin 91 —mypg Siﬂ(@l — 292) — 2 Sin(91 — 92)m2 [Lz(i)zz + L1 COS(H]_ - 02) (1)12]
dt Li[2m; + my, — m, cos(26; — 26,)]

do,

prte

dw;  2sin(; — 6,)[Lym; cos(0; — 0;) w,* + Ly (my + mp)w,® + g(my + my)cos 6]
dt L,[2m; + m, — m, cos(260, — 26,)]

Hl(t — O) — 910

Qz(t - O) - 020

w1 (t = 0) = w1
w,(t =0) = wyy

4 equacdes em 4 variaveis

https://www.myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-en.html



Teorema de Poincaré-Bendixon:

O caos ndo pode ser observado em sistemas auténomos™ bidimensionais:

(4
— = f(x)

<dy

= gx,y)

Ex: oscilador harmonico simples, péndulo simples...

Note: as fungdes f(x,y) e g(x,y) nao dependem do tempo, a variavel independente.

* autdonomos = ndo tem dependéncia explicita do tempo



Teorema de Poincaré-Bendixon:

O caos nao pode ser observado em sistemas
autonomos bidimensionais:

( ax
=Sy

dy
ar gx,y)

A

Ndo é o caso das (3) equagoes de Lorenz

(dx
=y -
{2y —y — Xz

dt
dz
=Y bz

nem do caso das (4) equacoes do duplo
péndulo

e 0 Osc. Quartico Amortecido e Forcado?

sdo apenas 2 equacdes mas nao autdnomas
(forcamento depende de tempo)

fdx B
dt
dv

\E = a(x,v,t)

v

podem ser escritos como 3 autébnomas com

A
Q

a(x,v,y)
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