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Programmable coupled oscillators for synchronized locomotion,
Dutta et al., Nature Communications, 2019
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Osciladores Acoplados

2 corpos A e B. Cada um ligado a um ponto fixo através de molas de constante elastica k.
Acoplados através de uma mola de constante elastica k'.

k. N -k
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Como é o movimento?
Existem oscila¢oes regulares?
Com que frequéncias?
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Osciladores Acoplados

2 corpos A e B. Cada um ligado a um ponto fixo através de molas de constante elastica k.
Acoplados através de uma mola de constante elastica k'.

vvvvvvvvvvvvv

Vamos tentar encontrar a lei do movimento dos 2 corpos:

1. Que forcas aplicada a cada um dos corpos?

2. Equacao dinamica de Newton para cada corpo

3. Resolver a eq. dinamica pelo método de Euler-Cromer (oscilacoes)
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Osciladores Acoplados

1. Que forcas aplicada a cada um dos corpos?

Corpo A: Corpo B:
Fig = _k(xA - erq) F3p = _k(xB - xBeq)
Fyq = _k,[(xA - erq) - (xB - xBeq)] Fyp = +k,[(xA - erq) - (xB - xBeq)] = — Iy

MSF 2025 -T6



Osciladores Acoplados

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

2. Equacao dinamica de Newton para cada corpo

2

Corpo A m ddtsz =Fy, = —k (XA — erq) — k' [(XA - erq) - (xB - xBeCI) ]
2

Corpo B m dd:zB = Fp, = —k (xB — XBeq) + k' [(xA — erq) - (XB - xBeq)]

Note: as equacdes estao acopladas: Na equacao do corpo A aparece a coordenada do corpo B
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CorpoA m

dsz

CorpoB m —== = Fpy = —k (xB — xBeq) + k' ((XA - erq) — (XB — xBeq))

3. Calculo Numérico:

k=12 k' =05~ m=1kg
m

m

Xpeq = 1.0mM Xpgg = 1.2 m

xAO = erCI + 005 m
XB0 = XBeq
Vaxo = Vpxo = 0

Movimento nao parece periddico.

Osciladores Acoplados

X (m)

Temos de aumentar o instante final para se verificar

se existe repeticao.

MSF 2025 -T6

125 1

120

115 A

110 1

105 A

100

0.95 1

dt2 = Fyy = —k (XA - erq) -k’ ((xA - erq) — (XB - xBeq) )

2 Osciladores Harménicos Simples Acoplados

b
1xa
— A
B
0 5 10 15 20 25 30 35 40
tis)
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Osciladores Acoplados L |

2
Corpo A m % = FAx = —k (XA — erCI) — k, ((.X'A — erq) — (XB — XBeq) ) XA xB

2
Corpo B m 2 = Ry = —k (x5 — xpeg) + K ((a = Xaeq) — (X5 — ¥seq))

N N
kzla;k =O.5;; m = 1Kkg; xgeq =1.0m xpgg =1.2m

Condicdes iniciais: 2 Osciladores Harménicos Simples Acoplados

lgualmente afastados das suas posicoes de equilibrio 125 1

Xa0 = Xgeq +0.05m L0 Kake

xBO — xBeq + 005 m

Vaxo = VUpxo = 0 115 A

A mola do meio ndo interfere E 1104

Movimento periédico harménico Lot -

T=6.2835 A = xp, + 0.05m /\
100 tAeq

w; = 1rad/s —\a
D.95 - F

0 5 10 15 2 25 30 35 4
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Osciladores Acoplados L |

IVTVTTRVTUTYE TSNS S TN
2
Corpo A m % = FAx = —k (XA - erCI) — k' ((.X'A - erq) — (XB — XBeq) ) XA xB
dsz

Corpo B m —=% = Fpy = —k (x5 — xBeq) + k' ((xA — erq) — (x5 — xBeq))
k = 1%;](’ = 0.5%; m =1kg; xXgeq = 1.0m xgeg = 1.2m

2 Osciladores Harménicos Simples Acoplados

Condicdes iniciais: 135
lgualmente afastados das suas posicoes de equilibrio

ixg
Xp0 = Xgeq +0.05m 120 775
xBO = xBeq — 005 m 115 -
% =V =0 _
Ax0 Bx0 E 110 -

Corpos com movimento em espelho

105 A
Movimento periédico harmonico /
T=4.442s A= x,, +0.05m Hoo =g
w, = 1.414 rad/s 095 |V VWV T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

tis)
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Modos Normais

Modo normal 1 wy; = 1rad/s

2 Osciladores Harmonicos Simples Acoplados

Modo normal 2w, = 1.414rad/s

2 Osciladores Harménicos Simples Acoplados

.xseq
L /
— A
_ B
H 5 10 15 20 25 k)] 35 40
t(s)

X4 = Xega + Az cos(wat + ¢3)
Xp = Xeqp — Az cos(wat + ¢3)

125 1 175 4
120 {¥8eq 120
115 - 115 -
E 110 1 E 110 1
105 105
100 tX4eq /\ 100
— A
0.95 - B 0.95
0 5 W 15 20 5 30 3 4
tis)
Xg = Xegqa t+ Aj cos(wqt + ¢q)
Xp = Xegp + Aq cos(wyt + ¢p1)
Temos encontrado 2 solu¢des com movimento sinusoidal simples
Correspondem a certos condicoes iniciais
E os outros casos?
MSF 2025 -T6
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Modos Normais
Sobreposi¢cao dos dois modos normais

Equacdes do movimento

2
dd;CZA = Fx = —k (X4 — Xpeq) — K’ ((XA ~ X4eq) = (X6 = Xpeq) )

CorpoB m ddtz = Fg, = —k (xB — XBeq) + k' ((xA - erq) - (xB - xBeq))

CorpoA m

Substituindo
{xA = Xega t+ Aj cos(w,t + ¢1) + A, cos(w,t + ;)

Xp = Xeqp + A cos(wqt + ¢1) — A, cos(w,t + qbz)

n k k+2k'
Obtém-se wq = /;1 e Wy =

Qualquer sobreposicao dos dois modos normais é solugao valida.



Corpo A m

Modos Normais

2
% = gy = —k (XA — XAeq) — k' ((XA - erq) — (XB - xBeq) )

d?x ,
CorpoB m dtZB = Fg, = —k (xB — xBeq) + k ((xA — erq) — (xB — xBeq))
2 Osciladores Harmonicos Simples Acoplados
e e e 120 #Deg
Condigdes iniciais:
xA0=erq+O.05m 115 1
XBo = XBeq E110-
Vaxo = VBxo = 0
105 A
100 144
Movimento nao peridédico —f
.95 -
0 3 1;3 1I5 Eiﬂl El'j 3':5 ﬂIJIII

E uma sobreposicdo dos modos normais?

MSF 2025 -T6

{xA = Xeqa + A1 cos(wyt + ¢;) + A, cos(w,t + ¢;) ,

Xp = Xegp + Aj cos(wyt + ¢;) — A, cos(wyt + @)

tis)
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Modos Normais

X420 = X4eq +0.05m 2 Osciladores Harmdénicos Simples Acoplados
— 125 A
XB0 = XBeq
Vaxo = Vpxo = 0 120 {0
= 115 A
Proposta de solucgao:
(X4 = Xeqa + Ag cos(wit + ¢q) + Az cos(wyt + ) E110-

) Xp = Xeqp + Aq cos(wyt + ¢p1) — A, cos(wyt + ¢P7)

. _ 105 -
Vya = —wW144 51n(a)1t + ¢1) — wyA5 sm(a)zt + qbz)
Vg = —w1Aq sin(wit + ¢1) + w4, sin(w,t + ¢y) 100 &
— A
0.95 -
Comw« = |X e w,= [F2K 0 s W 15 0 25 W 35 40
1 UL 2 m t (s)

Encontrar valores para as amplitudes e as fases: A4,4,, ¢, e ¢,

parat =10 ( x,., +0.05 = xeqs + Ay cos(¢) + 4, cos(¢;) 4 equacoes a 4 incognitas.
) XeqB = XeqB t+ A; cos(¢q) — A, cos(¢y) b1=¢p, =0 e Ay =4, =0.025m
0= _(1)1141 Sin(¢1) — Cl)zAZ Sin(¢2)
L 0= _(1)1141 Sin(¢1) + Cl)zAZ Sin(¢2)

Obedece as equac¢des de movimento, e concorda com as condigoes iniciais = deve ser a solu¢ao

MSF 2025 -T6 16



Modos Normais

d? = = = =
Corpo A m dZCZA = FAx = —k (XA — erq) — k, ((XA — erq) — (XB — xBeq) ) EX' ¢1 ¢2 0 € A1 AZ 0025 m
d?xg . 2 Osciladores Harmdnicos Simples Acoplados
CorpoB m Tz = Fg, = —k (xB — xBeq) +k ((xA — erq) — (xB — xBeq)) 125 1
120 #Pes
Xaeq = 1.0mM Xgeq = 1.2 m e |
. €110
Solucdo geral: <
105 -
X4 = Xega + Aj cos(wyt + @) + A, cos(w,t + ¢3) o HM/\J’JW
— A
Xg = Xegp + 41 cos(w;t + ¢1) — A, cos(w,t + ¢P,) . i
o 5 1 15 2 25 B 3B 40
\/; k+2k’ tis)
Comw; = |— e wy =
m m

A1, A,, @, e ¢, encontrados das condigdes iniciais

Qualquer movimento de 2 corpos acoplados por interacao elastica € uma sobreposicao de MODOS NORMAIS

Movimento (aparentemente) nao perioddico é sobreposi¢cdao de 2 movimentos harmoénicos de frequéncias diferentes

MSF 2025 -T6 17
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Modos Normais

) 0:18/3:31

https://www.youtube.com/watch?v=YyOUJUOUvso
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Acoplamento Fraco
2
CorpoA m % = Fae = —k (x4 — erq) — k' ((xA — erq) — (x5 — xBeq) )
dsz

2 Fpy = —k (XB - xBeq) + k' ((xA - erq) - (xB - xBeq))

CorpoB m

Xaeq = 1.0M Xgeq = 1.2 m

1.25 A
N N ]
k=1—;k'=02—; m=1kg 20
m m
1.15 4
Xa0 = Xpeq +0.05m E
XBo = Xpeq :‘ 1.10 -
Vaxo = Vpxo = 0 8
1.05 4
¢1=¢2=0 eA1=A2=0025m
1.00 4
o ~ 7 e 0.95
Parece uma oscilacao rapida . - - ~ - —
dentro de uma oscilagao lenta t(s)

MSF 2025 -T6 19



Acoplamento Fraco

k=1ﬂ;k'=o.2%; m=1kg

m

W, = \/% =1rad/s e w, = /ktik, = 1.18rad/s

Podemos escrever a solucao analitica como um produto de cossenos

X4 = Xega + A cos(wyt) + A; cos(w;t)
= Xeqa + 24 cos(wmp_t) cos(Wyent t)

Xp = Xegp T Ay cos(wlt + 4)1) — A, Cos(a)zt + gbz)
= Xeqa + 24 sin(a)mp_t) sin(wyens t)

(1)1+(1)2 Wwor—wW

= 1.09rad/s e W = Tl = 0.09rad/s

Wrap. =

MSF 2025 -T6

1.00 +

0.95 +

T T T T T T
0 20 40 60 80 100
t(s)

Este fendmeno chama se
BATIMENTO

Note a energia transfere de um
oscilador ao outro alternadamente

20




Osciladores Acoplados e Amortecidos

ao = Fax = =k (x4 = Xaeq) =K' ((XA — Xaeq) = (X5 = Xpeq) ) — by

CorpoB m ddtz = Fgy = —k (xg — xBeq) + k' ((xA — erq) — (x5 — xBeq)) — bvg,

2 Osciladores Harmaodnicos Acoplados Amortecidos

k=12 k' =052 m=1kg
m m

125 R
b =0.05
B x
120 - Beqg
115 -
X440 = erq + 0.05m .
XBo = .X'Beq E 110 -
o=
Vaxo = VBxo = 0
105 -
Ambos os osciladores tendem para a sua N
posi¢ao de equilibrio 100 1 Aeq
D.QS ] 1 ] 1 1 1 1 1
0 20 a0 B0 B0 100 120 140
t(s)

MSF 2025 -T6
21



Osciladores Acoplados Amortecidos e Forcado no corpo A

=Fy, = —k (xA — erq) — k' ((xA — erq) — (x5 — xBeq) ) — bvgy + Fy cos(wyt)

ddtz = FBx = —k (.X'B — XBeq) + k' ((XA — erq) — (XB — xBeq)) —_ bva

k = 1%; k' = 0.5%; m=1kg 2 Osciladores Harmoénicos Acoplados Amortecidos e Forgados
b = 0.05 kg/s 125 - A
F0=0.005N;wf=1rad/s B X
120 - Beqg
Xpgeq = 1.0 m Xxpgg = 1.2 m
115 -
Xa0 = Xgeq +0.05m _
Xpo = Xgeq + 0.05 m E 110
Vaxo = Vpxo = 0 "
105 -
Cada oscilador tende para um regime estacionario
Harmonico simples (?) 100 - Xaeq
. . 0.95 -
Podemos calcular a amplitude e a frequéncia T a4 & 8 w0 b0 140

tis]

MSF 2025 - T6 27



Osciladores Acoplados Amortecidos e Forcado no corpo A

2
CorpoA m % = Fy = —k (xA — erq) — k' ((xA — erq) — (xB — xBeq) ) — bvgy + Fp cos(wyt)

2
CorpoB m dd:zB = Fpxy = —k (xB — xBeq) + k' ((xA - erq) - (xB - xBeq)) — bvpy

Ressonancia nos dois corpos na frequéncia dos modos normais (como no caso de um oscilador)

W, = \/% = 1rad/s e w, = /ktik’ = 1.414 rad/s

2 Osciladores Harmanicos Acoplados Forcados

125 - — A
B
_ 120 - XBeg
E
[wa]
2 115 A
&
[ %]
L E]
E 110 -
2
=
MIGS- M
1.00 | — | Xdeq
0.0 0.5 10 15 20 25

MSF 2025 - T6
wf (rad/s)
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Série de Fourier
Analise de frequéncias

A série de Fourier decomp0de uma funcao periddica f(t), de periodo T ou frequéncia
angular w = 2m/T,

numa soma de fung¢des sinusoidais de frequéncia angular multipla de w (w,, = nw)

a
f(t) = 70 + z{an cos w,t + b, sin w, t}

n=1

Os coeficientes de Fourier sao expressos por

Q
3
|

2 T
= Tj f(t) cosw,tdt n=0,12,..
0

2 T
b, = TJ f(t) sinw,t dt n=1,273,..
0

MSF 2025 -T6

Joseph Fourier 1768-1830
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Série de Fourier Ex.: Onda quadrada

1.00 4 ——

Os coeficientes a e b sao

0.50 a, = 0
2[(=1)" —1]

0.00 + b
-0.25 1 n nit

—0.50 A

fungao

—0.75 A

—1.00 4 ——— —— ——

n=201.23,..

=1

Fourier n

=5

Fourier n

=11

Fourier n

Fourier n =41

MSF 2025 -T6
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Série de Fourier

Modo normal 1

125 1

120

115 A

E11w0

1405 H

100

095 1

wy; = 1rad/s

EX.:

2 Osciladores Harmonicos Simples Acoplados

MSF 2025 -T6

tis]

.xaeq
TiAeq /\
— A
B
0 5 10 15 20 25 35 40

2 Osciladores Acoplados

Vamos calcular os coeficientes de Fourier

2 (T
a, = = | f(t)cosw,tdt n=20,1,2,..
T),
2 (T
b, ==\ f(t)sinw,tdt n=1273,..
T J,
2T

Wy, — Nw = N——
" T
Mas a funcao esta expressa por pontos!

= Integracao numérica usando a aproximacgao trapezoidal

26



Calculo numérico dos coeficientes de Fourier

def abfourier(tp,xp,it0,it1,nf):
# calculo dos coeficientes de Fourier a_nf e b_nf

Calcula os integrais

2 T # a_nf=2/Tintegral (xp cos(nfw))dt entre tp(it0) e tp(itl)
aAn = ?j f(t) Cos Cl)nt dt n= 0» 1; 2: # b_nf=2/T integral ( xp sin( nf w) ) dt entre tp(it0) e tp(itl)
0 # integracao numerica pela aproximacdo trapezoidal
2 T ) # input: matrizes tempo tp (abcissas)
by, = ?.[ f(t) sin w,t dt n=123,.. # posicdo xp (ordenadas)
0 #  indices inicial it0
pela aproximacao trapezoidal. # final itl (ao fim de um periodo)
#  nfindice de Fourier

Input:

dados numéricostp e xp
(valores de x em momentos t)

it0 e itl

indices de tempo do inicio e do fim do periodo

de analizar:
T = tp[it1]-tplit0]

nf

numero do coeficiente a calcular

# output: af bfe bf nf

dt=tp[1]-tp[O]
per=tp[itl]-tpl[it0]
ome=2*np.pi/per

s1=xp[it0]*np.cos(nf*ome*tp[it0])
s2=xp[itl]*np.cos(nf*ome*tp[itl])
st=xp[it0+1:it1]*np.cos(nf*ome*tp[it0O+1:it1])
soma=np.sum(st)

gl=xplit0]*np.sin(nf*ome*tp[it0])
g2=xp[itl]*np.sin(nf*ome*tplitl])
gt=xp[it0+1:it1]*np.sin(nf*ome*tp[it0+1:it1])
somg=np.sum(qt)

intega=((s1+s2)/2+soma)*dt
af=2/per*intega

wWnp = Nw integg=((q1+g2)/2+somq)*dt
bf=2/per*integq
27T return af,bf
w = —
T MSF 2025 - T6
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Série de Fourier Ex.: 2 Osciladores Acoplados

Modo normal 1 w; = 1rad/s

Vamos calcular os coeficientes de Fourier

2 Osciladores Harmonicos Simples Acoplados 2 T
125 1 anp = ¥j f(t) cosw,t dt n=0,12,..
0
120 XBeg 2 T
L1s | b, = ?jo f(t) sinw,t dt n=123,..
E]ll} 1 ’ s . .« .
= Calculo numérico dos coeficientes:
105 A ‘
/\ 0.05 ;
100 ¥4eq ® an
0 5 10 15 22 5 3 35 40
t(s) 0.03 4
'S < picoem w,, = 1 rad/s
T =100s = 0024
2T
Wy, =NwW =N— 0.01 -
T
L
- - R B L]
0001 888§ g L
L
VISE 2025 - T6 0.6 0.8 10 12 14 16 18
Ly
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Série de Fourier

125 1

120

115 A

E 110 -

15y /
— A
] B
H 5 10 15 20 25 30 35

105

100

(95

2 Osciladores Harmonicos Simples Acoplados

Ex.: 2 Osciladores Acoplados

Modo normal 2w, = 1.414rad/s

.erq

tis]

T =100s

Wy =NwW =N—

MSF 2025 -T6

40

Vamos calcular os coeficientes de Fourier

2 T
a, = ¥j f(t) cosw,t dt
0

2 T
b, = —j f(t) sinw,t dt
T'Jy

Calculo numérico dos coeficientes:

0.03

0.02 4

0.01 4

drp, i

—0.01 -

—0.02 -

—0.03

n=20,12,..

n=123,..

0.00 4

bn
picoem w, = 1.41 rad/s

B R B EEEEREEERNFFEREEENNENNN

0.6 0.8 10 12 14 16 18

29



Série de Fourier Ex.: 2 Osciladores Acoplados

Condicdes iniciais gerais Vamos calcular os coeficientes de Fourier
| L 2 (T
2 Oscilad H S les A lad

. SClladoares Harmonicos Iﬂ"lp as CDFI ados an — ?jo f(t) COS (Unt dt n = 0’ 1, 2’

Ixb 2 T
e b, = —j f(t) sin wyt dt n=123,..
115 A T 0

Eq] Calculo numérico dos coeficientes:

105 1 J

0.025 5 . .
100 P4 A 0.020 - bn
0.95 A g 0.015 -

A N R /
tis) I}l:l 7 /

| =

w

XB0 = XBeq 2 o000 gtecesc
picos em w, = 1rad/s

e w, = 1.41 rad/s
0,015 -

Confirma que é uma sobreposicao dos 2 modos normais 06 0.8 1 13 14 15 18

MSF 2025 -T6 30



Série de Fourier

E, = ax*
x(t = 0) = 3.0000 m
v (t=0)=0

k=1N/m;
m = 1kg; w =\/§=1rad/s

Ex.: Oscilador Quartico Nao Harmoénico Forgcado

Oscilador Quartico Ep=0.25*x**4 Met Runge-Kutta 4

b = 0.05 kg/s
a = 0.25 m=2
Fb=75N
wr = 1rad/s
3] — =001
dt=0.001
2 -
1 -
E o
-1
_2 -
_3 .
] E;IJ
MSF 2025 - T6

tis]

100

Vamos calcular os coeficientes de Fourier

2 T
a, = ?J f(t) cosw,t dt n=0,1,2,..
0

2 T
b, = ?f f(t) sin w,t dt n=1273,..
0

Calculo numérico dos coeficientes:

dn, M

175 -
150 - bn
125 -
100 -
075 -
.50 -
0.25 -
000 o ®¥os uzie &L To SRl Supyemapngr,

—0.25 1

0 1 2 3 4 5 6
iy

Nao tem frequéncia carateristica

31



Problema: 2 osciladores acoplados

Num sistema de 2 corpos, A e B, ligados entre duas paredes por trés molas, de constantes elasticak, k’ e k, a

solucao geral do movimento é dado por

X4 = Xeqa + Aq cos(wyt + ¢1) + A, cos(w,t + @)
Xp = Xeqp + Aj cos(wyt + ¢1) — A, cos(w,t + ¢y)

em que X, € X sao as posicoes de equilibrio dos corpos A e B, respetivamente, e em que
Aeq Beq

k k+2k'
Cl)l - — e (Uz -
m m

Encontre os valoresde A, , A, , $; e ¢, , sabendo que no instante inicial
X40 = Xdeq»
XBo = XBeq-
V4o = 1m/s
Vgo = —1m/s

N ., N
Dados:k=2;;k =1;; m =1kg, x4¢q = 1.0 mexg,q =12 m



3 Osciladors Harmonicos Acoplados

Vamos tentar encontrar a lei do movimento dos 3 corpos segundo o eixo OX —
oscilacoes longitudinais

1. Que forcas estao aplicadas a cada corpo?
2. Equacao do movimento

3. Solucao Numeérica

v



3 Osciladors Harmonicos Acoplados

v

Vamos tentar encontrar a lei do movimento dos 3 corpos segundo o eixo OX — oscila¢des longitudinais

Forca aplicada ao corpo B:

Fpx = _k’[(xB — xBeq) - (xA - erq)] - k’[(xB — xBeq) - (xC - xCeq)]

e semelhante para corpos Ae C

MSF 2025 -T6
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3 Osciladores Harmonicos Acoplados

Vamos tentar encontrar a lei do movimento dos 3 corpos segundo o eixo OX — oscila¢des longitudinais

Equacao dinamica de Newton para cada corpo

2

CorpoA m ddsz = Fy, = —k (xA — XAeq) — k'[(XA — erq) — (XB - xBeq) ]
2

CorpoB m dd;czB = Fpx = _k,[(xB - xBeq) - (xA - erq)] — k,[(xB - xBeq) - (xC — xCeq)]
2

CorpoC m % = Fex = —k (x¢ — xCeq) — k'[(xc = xCeq) — (x5 - xBeq)]

MSF 2025 -T6
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A B C X
d? !
Corpo A m d:ZA = Fp = —k (x4 — erq) —k'|(x4 — erq) — (xg — xBeq) |
dz / !/
CorpoB m d:CZB = Fg, = —k [(xB — xBeq) — (xA — erq)] —k [(xB — xBeq) — (xc — xCeq)]
d? !
CorpoC m d:zc = Fey = —k (x¢c — xceq) — K'[(x¢ — Xceq) — (x5 — Xpeg)]
Resolvidas pelo Método de Euler-Cromer: 3 Osciladores Harmédnicos Acoplados xaO=xaeq+0.05 m xb0=xbeq, xc0=xceq
N N 16 A —_— A
k=1—;k'=05—; m=1kg B
m m 15 —
Xpeq = 1.0M Xpeg = 1.2 M Xgpq = 14 m Ls WAV AMAAAA A AP~ Xcea
E 13 -
_ _ > 12 A XBeq
XBpo — xBeq Xco = xCeq
11 1
Va0 = Vs = Vexo = 0 10 PASAAMAAAAAA AW Xaes
I}.g ] 1 ] 1 ] 1 ]
0 20 40 B0 80 100 120 140
t (s)
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A B C X
d? !
Corpo A m d:ZA = Fp = —k (x4 — erq) —k'|(x4 — erq) — (xg — xBeq) |
dz / !/
CorpoB m d:;B = Fg, = —k [(xB — xBeq) — (xA — erq)] —k [(xB — xBeq) — (xc — xCeq)]
d? /
CorpoC m d:zc = Fey = —k (x¢c — xceq) — K'[(x¢ — Xceq) — (x5 — Xpeg)]
3 Osciladores Harmédnicos Acoplados xaO=xaeq+0.05 m xb0=xbeq, xc0=xceq
16 — A
B
Movimento de cada corpo parece periddico 15 1 — C
E uma sobreposicao de modos normais? —_
E 13 -
ou seja X 12 XBeg
11 A
Estas equacoes admitem solugoes sinusoidais? MWVWWW\WW/ xa
10 - eq
I}g ! ! ] 1 T T T
0 20 40 B0 80 100 120 140
t (s)
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Modos Normais

3 Osciladores Harmonicos Acoplados :

2

CorpoA m dd;;A = F4, = —k (XA — erq) - k,[(xA — erq) — (XB — xBeq) ]
2

CorpoB m dd;B = Fpy = _k’[(xB - xBeq) - (xA - erq)] - k’[(xB - xBeq) - (xC - xCeq)]
2

CorpoC m dd:czc = Fc, = —k (xc — XCeq) - k,[(xc - xCeq) - (XB — xBeq)]

Estas equacdes admitem solucdes sinusoidais para cada corpo?

Ja vimos por tentativa e erro os 2 modos normais no caso de 2 osciladores harmonicos
= solucOes sinusoidais

Vamos procurar um método geral para encontrar os modos normais



Modos Normais

3 Osciladors Harmonicos Acoplados :

2

CorpoA m dd:ZA = Fy, = —k (xA — erq) — k’[(xA - erq) - (xB - xBeq) ]
2

CorpoB m ddtsz = Fpx = _k’[(xB - xBeq) - (xA - erq)] - k,[(xB - XBeq) - (xC - xCeq)]
2

COI‘pO C m dxc = FCx = —k (xc — xCeq) - k’[(xC - xCeq) - (xB _ xBeq)]

dt?

Transformacdo das variaveis x para o desvio u a posi¢ao de equilibrio x,,

( d2
u
m ZA =—ku, —k'(uy —ug)
XA — Xgeq — Up %t
_ _ > d-u
XB — XBeq — Up \m dtzB = —k’(uB — uA) k,(uB — uc)
Xc — Xceq = Uc
duc, = —ku-—k'(ur —up)



( dZuA
dt?
dzuB
dt?
m dZuCA .
U dt?

"

Suponha-se que

Substituir nas equacoes:

Modos Normais

= —kuy —k'(uy —up)
= —k'(ug —uy) — k'(ug —uc)

= —kuc—k'(uc —up)

. d
u; = A; cos(wt + a) Entdo ——u; = —w
fk+k’u K — 2y
Up— - Up A
k' 2k’ k'
{——Uy +—ug——us =wu
S Ug T~ Up — —Uc B
k' k+k' 2
——ug -+ U = wW° U
\ Up — Uc C

Sistema homogéneo de 3 equacdes a 3 incognitas



Suponha-se que

Modos Normais

u; = A; cos(wt + a)

Sistema homogéneo de 3 equacdes a 3 incognitas

.\

( k+k' " K’ "
m A m B
K’ 2k’

Uy + u ku—a)
mA mB mC_

k’

Pode ser escrito com matrizes:

:(,()ZUA

/

ZuB

k+k'

2
——Ugpt+—— Uc=w"u
B m_ C C

\ m

<k + k’> k'
—— 0

m m
Ko (2 K
m m m

k' (k + k'
O S

m m

Il

Uua Uy
Uup| = W 2l ug
Uc Uc

Problema de valores e vetores proprios

Matriz x vetor = constante x vetor

Valores préprios correspondem as frequéncias dos modos normais: w?
Vetores proprios indiguem o padrao do movimento em cada modo



Modos Normais
Problema

a) Encontre os valores e os vetores préprios da matriz
[ (k + k’> k' |
—— 0
m m
k' 2k’ k'
m m m

k' <k+k’>
O . —
m m /)

em que k = 1%;1{’ =O.5%; m=1kg

b) Calcule as frequéncias de vibracdo (= raiz quadrada do valor préprio)

c) Verifique que os vetores préprios sao ortogonais (produto escalar nulo).

Python:

import numpy as np

w, v = np.linalg.eig(matdyn) # eig: function para calcular valores e vetores proprios
# de uma matriz simétrica
# w: valores proprios

MSF2025-T6  # v: vetores proprios
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Problema:

Modos Normais

a) Encontre os valores e os vetores préprios da matriz

[ (k+ kK
(=
kl
m

0

)

k'
m

2k’ k'
m m

k' k+ k'
m m /]

emquek=1%;k’=0.5%; m = 1kg

b) Calcule as frequéncias de vibragao (= raiz quadrada do valor préprio)

Solucao:

import numpy as np
k=1

k1=0.5

m=1

# matriz da dynamica

a = (k+k1)/m

b=kl/m

matdyn = ((a,-b,0),(-b,2*b,-b),(0,-b,a))

# encontrar valores e vetores proprios
l,v = np.linalg.eig(matdyn)

# frequéncias sdo raizes quadrados dos valores proprios

print(np.round(np.sqrt(l),4))
print(np.round(v,4))

Frequéncias
[0.7071 1.2247 1.4142]

Vetores proprios

[[ 0.4082 -0.7071 0.5774]
[ 0.8165 0. -0.5774]

[ 0.4082 0.7071 0.5774]]

vetores no vertical

MSF 2025 -T6
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Verificar modos normais

. Escolher condigdes iniciais de acordo com o vetor préprio
. Observar se ha oscilacdes sinusoidais
. A frequéncia deve concordar com o valor préprio

Modo Normal Simétrico
frequéncia: 1.22474487

vetor proéprio:

[-0.7071, -u
0.0000, 0
0.7071] u

k=12 k" =052, m=1kg
m m

— erCI — 0.05m

XBeq

Vaxo = Vxo = Vexo = 0

MSF 2025 -T6

3 Osciladores Harmonicos Acoplados

13

§,12- XBeqg
>
11 -

— A
10 - B | Xdeg
= = E

0 1 2 D 4 S e Jo &
t(s)

T=5.130s e w= 1.225 rad/s

Q—» () O

) Longitudinal normal modes a4



Modo Normal Asimétrico

frequéncia: 1.41421356

vetor proprio:
[ 0.5774,
-0.5774,
0.5774]

k=12 k' =05~ m=1kg
m m

Xao = erCI + 0.05m
xBO — xBeq — 005m
Xco = Xceq T+ 0.05m

Vaxo = Vxo = Vexo = 0

MSF 2025 -T6

3 Osciladores Harmanicos Acoplados

13
E II \ III‘III I“'I IrhI |ﬁ| Iﬁl| Ilﬁ|| III-I'I III \ I| \ III ',I Ill-'II |Iﬂ|| |Iﬂ| Iﬁl I",I I"'I IIII-'II .
=] ] TaY I"I I"I 0 III TRVBRYRVAN 1 II|I I||I I||I R Beg
H IIJ IJI I'I II II I-I Ilu Iq,.ll I.ql I..l I..l I._. I_' |I II || ILI '.
11
- A
v C
T s s 5 5 e 5
t(s)
T=4.443s e w=1.414 rad/s

O— —) O—
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Modo Normal 3

frequéncia: 0.70710678

vetor proprio:

[ 0.4082, u
0.8165, 2u
0.4082] u

k=12 k' =05~ m=1kg
m m

Xao = erC[ + 0.04 m
xBO — xBeq + 008 m
Xco = Xceg T 0.04m

Vax0 = VBxo = Vexo = 0

MSF 2025 -T6

3 Osciladores Harmaonicos Acoplados

13 A

11

A
- \/\/\/\/\/\/\/\/ 2 | e
— C
0 10 20 30 40 50 &0 70 80
t(s)

T=8.886s e w= 0.707 rad/s

O— O—u O—
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3 Osciladors Harmonicos Acoplados

B(I

4

3 modos normais:

14 A

13

x (m)

11

104

+ 0 +

3 Osciladores Harmdnicos Acoplados

12 1

xtfq

xﬁeq

xﬁeq

t(s)

x (m)

144

13 A

12 A

114

10

+ - +

3 Osciladores Harmdnicos Acoplados

WAAVAMAAN

xteq

xﬁeq

xﬁeq

t(s)

+ ++ +

3 Osciladores Harménicos Acoplados

13 1
[\ M N M\ N \ M ! f
| 'lll \ [ / f
— | \ | \ [ | f
55.12' - | H | H {1 s ||||| /
x [ I| |II III lll III
Y W h I'v'l \ W T
11 A1
— A
- C
T T T T T T T T T
BO

Xfeq

XBeq

Xﬂeq

Qualquer movimento de 3 corpos acoplados por intera¢ao elastica € uma sobreposicao dos 3 MODOS NORMAIS

MSF 2025 -T6
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3 Osciladors Harmonicos Acoplados

https://phet.colorado.edu/sims/html/normal-modes/latest/normal-modes_en.html

Initial Positions

Number of Masses: 3

| 2

(@ Show Springs
(O Show Phases

(® Normal

_") L O Slow

E Normal Modes
1

2

33—

2 NN

Normal Mode: 1 2 3
«—>

Amplitude: I

Frequency: 077w, 141w, 1.85w, )

Normal Modes /ﬁ‘

One Dimension

48



Amortecido M‘W

2

CorpoA m dd% =Fy, = —k (xA — erq) — k’[(xA — erq) — (x5 — xBeq) ] —b v,
2

CorpoB m dd:CzB = Fpy = _k’[(xB - xBeq) - (xA - erq)] - k,[(xB — xBeq) - (xC - xCeq)] —b Vpy
2

CorpoC m ddtxzc = Fex = —k (xC — xCeq) - k'[(xc - xCeq) - (xB — xBeq)] —b vey

Resolvidas pelo Método de Euler-Cromer:

k=1 E; k' =05 E; m=1kg 3 Osciladores Harmonicos Amortecido b=0.05 kg/s
m m

— A
B
15 C

14 WgthWmNm Xceq

Xdeq = 1.0m XBeq = 1.2 m Xceq = 1.4 m 16 1

Xa0 = Xgeq T+ 0.05m

XB0 = XBegq E 134
xCO — xCeq * 17 XBeg
Vaxo = VBxo = Vcxo = 0 117

10 W\/ﬂw’\/\fkwvm/\r—»-n_ Xaeq

Cada corpo tende para a posicao de equilibrio, | | | | | | |
\ . 0 20 40 &0 a0 100 120 140
a medida que o tempo aumenta. t (s)
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Oscilador Harmadnico Forgcado

I—’\/\/\/\/—O-’V\NVWMWVI

2

CorpoA m ddtsz = Fpx = —k (x4 — %aeq) — k'[(xa = Xaeq) — (x5 = Xpeq) | =D vax +Fo cos(wyt)
2

CorpoB m dd:zB = Fpx = _k’[(xB — xBeq) - (xA — erq)] - k’[(xB — xBeq) - (xC - xCeq)] —b vpy
2

CorpoC m ddtxzc = Fex = —k (xC - xCeq) ~ k'[(xc - xCeq) - (xB - xBeq)] —b vcy

Resolvidas pelo Método de Euler-Cromer:

k = 1%;1(' - 0.5%; m =1keg b = 0.05 kg/s

Xpeq = 1.0M Xpeg = 1.2m  xceq =14 m

Fo =0.04N; ws = 1rad/s

Xa0 = Xpeq +0.05m

XBo = XBeq

Xco = Xceq

Vaxo = VBxo = Vcxo = 0

Cada corpo tende para um regime estacionario
de um movimento harmonico simples,

3 Osciladores Harmonicos Acoplados Forcados xa0=xaeq+0.05

1l 1

15 1

AWM Xces

Mmoo

XBeg

Xaeqg

0 50 100 150 200

t (s)

de frequéncia igual a da forca exterior: wy, = wg = we = 1.000 rad/s

MSF 2025 -T6
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Oscilador Harmadnico For¢cado: Amplitude no regime estacionario

—  Amplitude de 3 Osciladores Harmonicos Acoplados Forgados

E 0.01 -

o A \f\_

=

E 0.00 : : ; :

i 0.0 0.5 10 15 20 25

E 0011

a5 J A Corpo B nao participa
E‘ 0.00 — no modo simétrico
T 0o 0.5 10 15 2.0 25 (w =1.225rad/s)
E ool

a 4__#,,/

E 000 -

i 0.0 20 25

N

Ressonancias nas frequéncias wy = 0.703, 1.225 e 1.409 rad/s.

Sao as frequéncias dos modos normais

MSF 2025 -T6
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Osciladores Acoplados

Modos normais:

 Movimento sinusoidal (coseno ou seno) dos elementos do sistema

e Todos se movem com a mesma frequéncia angular,
mas as amplitudes podem ser diferentes

* O numero de modos é igual ao numero de elementos do sistema (massas)

Qualquer dinamica pode ser descrito como uma sobreposicao dos modos
normais.

A combinacao especifica € determinada pelas condicdes iniciais.

MSF 2025 -T6

14

13

12

X (m)

11

10

14

13

12

x (m)

11

10

3 Osciladores Harmanicos Acoplados

VWV

XCEQ

xﬁeq

xﬁeq

- A

B

.-uc

0 1 20 30 40 S0 6 70 80
t (s)

3 Osciladores Harmonicos Acoplados

f’ f M”
AWM

Xceg

xﬁeq

Xaeg

© 1 2 3™ 4 s e 70
t(s)

3 Osciladores Harménicos Acoplados

wanlls
B

v . E
80

XCeq

XBeq

Xaeq



Modos Normais e Osciladores Forcados

RESSO nﬁ nCia: z uﬂ?r_nplitude de 3 Osciladores Harmonicos Acoplados Forgados
:; M
(=8
Quando s3o forcados por uma forca exterior, apresentam Ressondncia & °%y; 0e o - 5 s
quando a frequéncia da forga externa for igual a frequéncia dos 2 001+
modos normais. @ ka
E 000 . : : .
m 0.0 0.5 10 15 20 25
E 0011
= Por medi¢do pode-se determinar as frequéncias dos modos s M
E ; ; : .
normais. m Dmu.n 0.5 10 15 20 25
wf (rad/s)
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Modos Normais

Modos normais sao:

* Medidos
e Calculados, ou por modelos ou por equagdes fundamentais da Fisica.

Sao usados no estudo da estrutura da matéria: Moléculas, Cristais, Sdlidos, ...

Ex: Materiais:
Experiéncia:
A matéria em estudo é excitada por luz laser, onda eletromagnética (campo elétrico)
Forca elétrica= Carga * Campo Elétrico

Excita os nucleos atdmicos, porque possuem carga elétrica positiva.
Quando a frequéncia do laser produz ressonancia, obtém-se os modos normais.

Teoria:
Modelos fenomenoldgicos — parametros ajustados aos valores experimentais dos modos normais

Primeiros Principios: Todas as quantidades medidas calculadas pela equa¢ao fundamental da
Mecanica Quantica.
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Modos Normais e Ressonancia

higher vibrational
energy

hydrogen

lower vibrational
energy

deuterium

MSF 2025 -T6



650 nm)

exc.

Raman Intensity (A

Modos Normais e Ressonancia

A £ B
o
h‘z ()2 ©
I
iﬁ
unknown 2
. (7]
gas mixture g
[ =
5
CO, E
(14

1370

3000 2500 2000 1500 1000 500 1600 1500 1400

Wavenumber / cm™ Wavenumber /cm”

Excitacao por lazer, que mede as frequéncias de ressonancia
e as dos modos normais serve para determinar a constituicao quimica dos gases.

MSF 2025 -T6
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Problema: 3 osciladores acoplados I_,\,M_.w

Trés massas iguais, A, B e C, com massa m=1 kg sao acoplados como ilustrada no diagrama.
Os constantes elasticas das molas sdao todos kK = IN/m.

O movimento das massas obedece o seguinte sistema de equacdes.

d*u

m dtZA =—ku, —k(uy, —ug)
d?u

m dtZB = —k(up —u4) — k(ug —uc)
d?u

m dtzc = —ku; — k(u; —ug)

Onde uy, ug, U, sao as posicdes das massas A, B e C respetivamente, relativo as suas
posicoes de equilibrio.

Mostre que existe um modo normal com frequéncia w = \/2 ++v2em gue, no movimento
das massas, sempre uy = uUc e ug = —\/qu.
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N osciladores acoplados
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T
« /Y Pendulum Waves
i

Watch on 33 YouTube

https://youtu.be/yVkdfI9PkRQ?si=GIIVUJddC8KMYmgk



N osciladores acoplados

. Massas iguais m
. Posicoesx;, i =1,2,3,...,N
. Ligadas por molas de coeficiente k

Equacao de Newton:
dzui
dt?

m = k(ujy1 —w) —k(u; —ui_q)

=k(ujz1 —2u; + u;_q)

u; = desvio do ponto de equilibrio



N osciladores acoplados: Modos Normais

modos 2 osciladores modos 3 osciladores modos 4 osciladores

desvio inicial

1.0 4
T~ modo 1 _ / \\ modo 1

desvio inicial

desvio inicial

LN

0.6 0.8 1.0

] T 1 ]
) | / \ moe?
T T T T T T N
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 : 04

desvio inicial

desvio inicial

modo 3

desvio inicial desvio inicial desvio inicial
[=]
| ] / | |
= [
3
2
o

©

G A

o 0+ \

%]

[1F]

T T T T T T © —1 - =1 T T
0.0 0.2 0.4 ; '?:: _ 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6
posigao de equilibrio posicio de eqU|I|br|0 posicdo de equilibrio

Se fazemos um plot dos desvios iniciais das massas, caem numa curva sinusoidal
Com periodo inversamente proporcional ao numero do modo

A padrao continua para N=4, 5, 6.... corpos
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MODOS NORMAIS Longitudinais e Transversais

https://phet.colorado.edu/sims/html/normal-modes/latest/normal-modes_en.html

Initial Positions

Number of Masses: 3

|

(¥ Show Springs
(O show Phases

(® Normal

U b O slow

E Normal Modes
1
22—

3|—|

E o ap

Normal Mode: 1 2 3 .
Amplitude: M ﬂ M

Frequency: 0.77w, 1.41w, 1.85w, J

Normal Modes /ﬁ‘

One Dimension



N osciladores acoplados: Modos Normais

20 osciladores acoplados: modo normal 162

POSiQﬁO das massas 20 osciladores acoplados - Modo Normal 16¢
0.3 - * *

num certo momento * |e . (@
(“snapshot”) g 021" . = .

o 01 & -

% oo

a * =

0.1

E . .

e .

. .
-0.3 L

10 15 210 25 3.0 35 40 45
Osciladores referenciados por xeq (m)

MSF 2025 -T6
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N osciladores acoplados: Modos Normais

Considere 20 osciladores acoplados de igual massa. O modo normal longitudinal 162 apresenta os seguintes

desvios as posicoes de equilibrio:

20 osciladores acoplados - Modo Mormal 162

031 ., . e Parece uma func¢ao sinusoidal!
= o0z * - » .
o O comprimento (periodo) dessa
T * . . ;. . ,
2 repeticao (de maximo a maximo) é
w00 A
2 8 - A=44—-14m=3m.
w01
E . .
O 032
L] L
031 . . o ! ! Coeficientes de Fourier
14 15 20 25 340 35 40 45
Osciladares referenciados por xeq (m) 0.3 .
0z .
7 . . . ~ . ~ ~ E Dl
Analise Fourier desvios em funcao da posicao (ndo do tempo) _.
o 2 4 6 8 10
03
Periodo T=3m -
- 0.1 1
" : ; : ; 10
n
MSE 2025 - T6 Universidade de Aveiro
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N osciladores acoplados: Modos Normais

Considere 20 osciladores acoplados de igual massa. O modo normal longitudinal 162 apresenta os seguintes desvios as posi¢coes

de equilibrio: _
20 osciladores acoplados - Modo Normal 162

O modo normal 16 usando sé o termo de Fourier n=1:
21T - (2m
u16(xeq) = a4 COS ?xeq + b4 sin ?xeq

5 5 21 2T
= |ay +bi cos ?xeq—?l.él

u = desvio da posicao de equilibrio 10 15 20 25 30 35 40 45
em fungdo de x,, (posigdo de equilibrio de uma massa) Osciladores referenciados por xeq (m)

Desvios @ posicdo eq. u (m)
)
o

® pontos
Fourier n=1
Fourier A1*cos

Movimento periédico em tempo

e também periddico em espaco

Universidade de Aveiro
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Onda sinusoidal

N osciladores acoplados num modo normal

Cada oscilador com movimento sinusoidal:
u; = Acos(wt + ¢;)

U; = Xij — Xjeq.

. varia com a posicao X; : . = —CX;
¢; POSIC i eq. bi ieq. ¢ constante

Transmissao de energia, nao instantanea

variaveis continuas:

¢ = —cx.
u = Acos(wt—cx) = Onda sinusoidal
Cada modo normal corresponde a uma onda sinusoidal, que oscila no espaco e no tempo
d?u d*u 5
e — —a)zu ) = —k“u
dt2 dx



Ondas

Ondas longitudinais

perturbacao do meio tem a mesma diregcao da propagacao da onda

Sound is a Pressure Wave

Pressure

"H" = high pressure, "L" = low pressure
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Ondas

Ondas transversais

a perturbacao do meio € perpendicular a diregao de propagacao da onda

VaVaVaVa



Caracteristicas de uma onda
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Velocidade de propagacao
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Problema: Onda sinusoidal

Uma onda transversal harmonica de frequéncia 400 Hz propaga-se numa corda com uma amplitude de 5

cm. Dois pontos separados de 5.0 cm estdao num determinado instante desfasados de /6 rad.

a) Determine o comprimento de onda.
b) Calcule o valor da velocidade de propagacao.

c) Determine o valor maximo da velocidade de oscilacao transversal



N osciladores acoplados: Movimento Geral
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ave on a String

https://phet.colorado.edu/pt/simulations/wave-on-a-string



N osciladores acoplados: Movimento Geral
Movimento em modo n
u; = A, cos(wpt + ¢; )

¢i,n = TN C Xjeq.

Em geral, o movimento € uma sobreposi¢cao de modos normais:

N
u; = Z A, cos(w,t + ¢;p)
n=1

as poicoes iniciais tém a forma de uma série de Fourier parcial.



N osciladores acoplados

Propagacao de um sinal em N osciladores acoplados
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10 Osciladores Harménicos Simples Acoplados
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Acoplamentos de osciladores: Transmissao de energia, nao instantanea
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N osciladores acoplados

Propagacao de um sinal em N osciladores acoplados

0.75

Velocidade de propagacao da perturbacao

10 Osciladores Harmonicos Simples Acoplados
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Acoplamentos de osciladores: Transmissao nao instantanea de informacao e de energia
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Equacao da Onda 1D

Com transmissao de energia, 0 movimento nao é necessariamente sinusoidal

Numero grande de osciladores acoplados,
PosicOes x; a distancia 6x = x;,; — x;
Massam = M 6x
Ligadas por molas de coeficiente k = K/6x

u; = desvio do ponto de equilibrio
Longitudinal ou transversal

(se aumentar o numero de osciladores, k deve aumentar e m deve diminuir)

Equacao de Newton:
dzui
dt?

m = k(ujyr —w;) —k(u; —ui—q)

= k(uipr — 2w + ui_q)



Equacao da Onda 1D

. : d?u;
Numero grande de osciladores acoplados, m d:z‘ =k(uj4q —2u; + uj_q)
Escrever u; = u(x;, t), fungao continua de variaveis x e t
Expansao de Taylor:
_ ou 10%u 2 3 L —qg.— OU 10%u 2 3
Uiy = U; + a|ui ox + e “ ox* + o(6x°), Ui = U — - “ ox + 20wy, ox* + o (6x°)
9%u; du 10%u 5 ou 10%u 5 3
:>mat2=k ui+a 6x+§ﬁ ox“ | —2u; +| u; — Ix 6x+5ﬁ 0x + o(6x7)
2u
- 2 3
kax2 6x“ + o(6x°)
Uu; ~
Equacao da onda em 1D
- 0%u  k 9%u K 8%u K 9%u d%u d%u
lim — —— —— %2 = Sx2 = — —— :vz
6x=0  9t2  m Qgx2 Mé&x? 0x2 M 0x?2 Ot>2 012
_ _ 2 _K
k=K/bx m =M ox ve =



Equacao da Onda

Equacao da onda em 1D — =V —

Equacao da onda em 3D _

u(x, t) = desvio da posi¢ao de equilibrio a posi¢ao x e tempo t
Pode ser longitudinal ou transversal

* Propagacao de som

* Ondas no oceano
Vibracao de uma corda
Ondas eletromagnéticas



ofu_ 0% Equacdo da Onda 1D

dt?2 dx?

Solucao geral meio infinito

Ex: corda muita comprida, fluido num tubo, agua num canal...
Condigdo inicial:  u(x,0) = f(x)

Duas solucoes:
uq(x,t) = f(x —vt) movimento a direita com velocidade v
up(x,t) = f(x + vt)  movimento a esquerda com velocidade v

mantem-se a forma original da onda.

Sem outras condic¢des, a solucao geral é a sobreposi¢ao de uq e u,:

ulx, t) = % [f(x —vt)+ f(x + vt)]

0.15

0.3

0.6

0.9



=2 Equacdo da Onda 1D

Principal de sobreposicao

Se u, (x,t) é uma solugdo, e u,(x, t) e outra solucdo, entdo
u (x, t) + uy(x, t)

é também uma solucao

Ex: 2 pulsos movendo em sentidos apostos:




0%u 0%u

=2 Equacdo da Onda 1D

dt?2 dx?

meio finito: corda fixa nas extremidades O e L

Condicoes de fronteira: u(0,t) =0, u(L,t) =0

Tentar solugdo da forma  u(x,t) = Asin(kx) cos(wt)

0%u 0%u 0%u >w=kv
> g ke gpEetu=vigg
u(0,t) =0, u(L,t) = Asin(kL) cos(wt) =0
onm Ny
ulx,t) = A sm(T x) COS(T t), n=123,..

Modos normais de vibragao

MSF 2025 -T6
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=2 Equacdo da Onda 1D

corda fixa nas extremidades QO e L

nm nmv . o
ulx,t) = A sin(—x) cos(—1t), n=1273,.. Modos normais de vibragao
L L Mode 1
2 nodes r_,..—"__'—____ ._ _-_-'_-"N.._‘__“
1 amtimod 1
Mode 2
Qualquer movimento da corda é uma - /’—'—‘
sobreposi¢cao dos MODOS NORMAIS 2 antinodes

Compare: série de Fourier 5 nodes
4 anhimodes
Mode 5
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Problema: Modos normais de uma corda

. o N 0°%u 0°%u
A vibracao de uma corda obedece a equacao da onda 57 = v? P

a) Mostre que a funcdo u(x,t) = Asin(%rx) cos(% t) € solugdo a equagao da onda, e que satisfaz a

condicdo que a corda ndo pode mexer nas extremidades: u(0,t) = u(L,t) = 0.

b) Calcule as frequéncias de vibragao (em Hertz) dos primeiros trés modos normais (n = 1,2,3),

se considere L = Ime v = 400m/s.



Sinais
Um sinal € uma funcao que varia em espaco e tempo, usada para transmitir informacao

Ex. sinal elétrico ou 6tico em telecomunicacdes, sinal eletromagnético para radio ou televisao
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Sinais

Fungdo de um sinal f(t)
pode ser representado como a sobreposicao de funcoes sinusoidais (modos normais)
ou seja, a série de Fourier:

(0.0)

2 T
f(t) = 70 2 a,, cos w,t + b, sin w,t} a, = ?j f(t) cos w,t dt n=0,1,2, ..
b, = ?f f(t) sin w,t dt n=1273,..
ou 0
Ao N , 1! .
f(t) = -+ Z ¢, exp(iwy,t) ‘=7 f®)exp(iwpt)dt  n
n=-—oo w, =n2n/T =...,—2,—-1,0,1, 2, ...

Os coeficientes (a,, e b,,, ou ¢,;) podem ser considerados uma func¢ao de frequéncia w

No limite T — oo os valores de w,, sao continuas: Transformada de Fourier



Sinais

Um sinal pode ser representado:

(8]

"

no dominio de tempo: f(t) =forma de onda (waveform)

Amplitude (m/s?)
o

n

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
Time (s)

o

OU no dominio de frequéncias: : c(w) = espectro

Amplitude (m/s?)
o
(8]

o

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Frequency (Hz)

o

as duas representacoes contém a mesma informacao
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Digitalizacao de sinais

Para representar perfeitemente um sinal continua f(t) , durante um periodo T,
precisamos de um numero infinito de coeficientes de Fourier.

Se os dados foram em tempos discretos, f(t;) com intervalo 6t = t;.; — t; , és6
preciso um numero finito de coeficientes.

Teorema de Nyquist:

Se um sinal ndao contém frequéncias maiores do que f, o sinal pode ser
completamente determinado com valores medidos em pontos separados por menos

do que 4t ==

w

—

Se os dados consiste de uma sequéncia de valores em tempos com intervalo dt, a

T

frequéncia maxima necessario para representar o sinal é w = 5



Digitalizacdo de sinais
Aplicacao: Digitalizagcao de sinal audio

O sistema auditivo humano esta limitado a perceber frequéncias entre
20 Hz e 20 000 Hz.

f =20000 Hz < amostragem com 6t = 1/40000s é suficiente para
determinar o sinal dentro dos limites de percepcao.

Um sinal audio pode ser digitalizado sem nenhum perda aparente de

qualidade

Ex: Audio CD e MP3: 44100 valores por segundo

MSF 2025 -T6

89



Digitalizacao de sinais

Compressao de sinal dudio

Algoritmo MP3 (muito simplificado):

1. Amostragem do sinal audio
44100 valores/s, amplitude 16--24bit /canal

2. Transformacao discreta de Fourier
representacao no dominio de frequéncias

Audio File Sizes

Sample is a 3:44 song

3. Modelo psicoacustica

. . . 7 . ~ . ~ A|FF 86 Mb
eliminar soms inaudiveis, reducao seletiva de resolucao
FLAC 83 Mb
4. Compressao dos dados Apple Lossless oMo
MP3 320k (| owo
MP3 192k [Jf] swo
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Processamento de sinais

Qutras aplicacoes:

Processamento e compressao de video e imagens

Telecommunicacoes (ex: dados fibra, cellular)

Hey Siri
Reconhecimento de fala

Aprendizagém de maquina (ex: feature extraction)

TTTTTT
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