Compiladores:
Apontamentos sobre linguagens regulares

(ano letivo de 2024-2025)

Artur Pereira, Miguel Oliveira e Silva

Abril de 2025



Nota prévia

Este documento representa apenas um compilar de notas sobre a matéria
teérico-pratica lecionada na unidade curricular “Compiladores”, sem pre-
tensdes, por isso, de ser um texto exaustivo. A sua leitura deve apenas ser

encarada como ponto de partida e nunca como dnico elemento de estudo.
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Capitulo 1
Linguagens

Uma linguagem é um sistema de simbolos usado para comunicar informag¢do. Uma mensagem nessa
linguagem é uma sequéncia de simbolos, mas nem todas as sequéncias sao validas. Logo, uma linguagem
é caracterizada por um conjunto de simbolos e uma forma de descrever as sequéncias de simbolos validas,

ou seja, uma linguagem € um conjunto de sequéncias definidas sobre um conjunto de simbolos.

1.1 Exemplos de linguagens

* O conjunto dos vocabulos em portugués ¢ uma linguagem, cujos simbolos sdo as letras do al-
fabeto (incluindo as letras acentuadas e cedilhadas) e cujas sequéncias validas sdo os vocabulos
do portugués. E uma linguagem finita, pelo que as sequéncias validas podem ser descritas por
extenso. Poderdo também ser descritas através de regras de producdo. Por exemplo, as formas
verbais de todos os verbos regulares terminados em ar sdo iguais, a menos de um radical. Es-
tas palavras podem ser definidas pelo produto cartesiano dos possiveis radicais com as possiveis

terminacdes.

* O conjunto das sequéncias bindrias com um nimero par de uns é uma linguagem, cujos
simbolos sdo os digitos bindrios (0 e 1) e cujas sequéncias vélidas sdo aquelas cujo nimero de

uns € par.
Como representar as sequéncias validas? O grafo seguinte é uma forma de o fazer.

0

0
-0, —Ee

Considerando que representa um caminho sobre o grafo, uma sequéncia pertence a linguagem se,

comegando no nd A, percorrer um caminho sobre o grafo e terminar no n6 A.
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1.2

* O conjunto dos polindromos definidos com as letras a e b é uma linguagem, cujos simbolos

sdo as letras a e b e cujas sequéncias vélidas sao as que se leem da mesma maneira se lidas da
esquerda para a direita ou vice-versa. Esta linguagem pode ser definida por inducao:

1. a, b, aa e bb sao polindromos;

2. se S é um polindromo, entdo também o sdo aSa e bSb.
O conjunto das sequéncias binarias comecadas por ’1’ e terminadas em ’0’ ¢ uma linguagem

que pode ser representada pela expressao (regular) 1 (0|1) 0. (As expressdes regulares sao

tratadas mais a frente.)

O conjunto das sequéncias reconhecidas por uma maquina de calcular é uma linguagem,
cujos simbolos sdo os digitos, o separador decimal (ponto ou virgula), os operadores, etc., e cu-
jas sequéncias vélidas sdo aquelas que representam expressoes aritméticas vélidas. Por exemplo:

10+1 € uma expressdo vélida, mas 10++1 ndo o é.

A lingua portuguesa é uma linguagem, cujos simbolos sdo os vocabulos do portugués (mais os
sinais de pontuacdo), e cujas sequéncias sdo os textos em portugués. E um conjunto infinito,
pelo que as sequéncias vélidas apenas podem ser descritas através de produgdes gramaticais, a

gramadtica do portugués.

Elementos basicos sobre linguagens

O simbolo, também designado por letra, ¢ o atomo do mundo das linguagens.

O alfabeto ¢ o conjunto de simbolos de suporte a uma dada linguagem. Deve ser um conjunto
finito, ndo vazio, de simbolos. Exemplos: 4; = {0,1,---,9} é o alfabeto do conjunto dos

nimeros inteiros positivos; As = {0, 1} € o alfabeto do conjunto dos nimeros binarios.

A palavra, também designada por string, ¢ uma sequéncia de simbolos sobre um dado alfabeto,
u=aias --ap, com a, €AAN>0

Exemplos:

— 00011 é uma palavra sobre o alfabeto {0, 1};

— abbbbce é uma palavra sobre o alfabeto {a, b, c}.

* O comprimento de uma palavra u denota-se por |u| e representa o seu nimero de simbolos.

Compiladores ACP+MOS



1.3. OPERACOES SOBRE PALAVRAS 3

« E habitual interpretar-se a palavra u como uma fungio
w:{l---n} > A, com n=]|u

Se u = abc, entdo u; = a, us = be ug = c.

* A palavra vazia é uma sequéncia de 0 (zero) simbolos e denota-se por ¢.!

Note que € ndo pertence ao alfabeto.

» A* representa o conjunto de todas as palavras sobre o alfabeto A, incluindo a palavra vazia. Por
exemplo, se A = {0, 1}, entdo A* = {¢,0,1, 00,01, 10,11, 000,001, - - - }.

Note que, dada um alfabeto A qualquer, qualquer linguagem sobre A mais nao é do que um subconjunto
de A*. Note ainda que {}, {¢} e A* sdo subconjuntos de A, qualquer que seja o A, e por conseguinte
sdo linguagens sobre o alfabeto A.

1.3 Operacoes sobre palavras

A concatenacio, ou produto, das palavras u e v denota-se por u.v, ou simplesmente uv, e representa
a justaposicdo de u e v, i.e., a palavra constituida pelos simbolos de v seguidos dos simbolos de v.

Note que |u.v| = |u| + |v].

* A concatenag@o goza da propriedade associativa: u.(v.w) = (u.v).w = u.v.w.

* A concateng¢do goza da propriedade existéncia de elemento neutro: u.c = c.u = u.

A poténcia de ordem n, com n > 0, de uma palavra u denota-se por u™ e representa a concatenacéo de

n réplicas de u, ou seja, uu - - - u, Note que u’ é igual a ¢, qualquer que seja o u.

n X

Prefixo de uma palavra u é uma sequéncia com parte dos simbolos iniciais de u; sufixo de uma palavra
u € uma sequéncia com parte dos simbolos finais de u; sub-palavra de uma palavra u ¢ uma
sequéncia de parte dos simbolos intermédios de u. Note que € e u sdo prefixos, sufixos e sub-

palavras de u, qualquer que seja o u.

O reverso de uma palavra u é a palavra, denotada por u’?, que se obtém invertendo a ordem dos

simbolos de u, i.e., se u = ujus - - - Uy, entido u’t = u,, - - - uou.

Denota-se por #(x, u) a fungdo que devolve o nimero de ocorréncias do simbolo z na palavra u.

"Nas linguagens de programacio, ¢ habitual representar-se as strings entre aspas. Nestes casos uma string vazia é represen-
tada por ""

ACP+MOS Compiladores



4 CAPITULO 1. LINGUAGENS

1.4 Operacoes sobre linguagens

O conjunto das linguagens definiveis sobre um alfabeto A é fechado sobre as seguintes operacgdes:
reunido, interseccdo, diferenca, complementacdo, concatenacdo, potenciacdo e fecho de Kleene.
Apresentam-se a seguir as defini¢cdes destas operagdes assim como algumas propriedades de que go-
zam. As operacgdes serdo ilustradas com exemplos, tomando como ponto de partida as linguagens L, e

Ly, definidas sobre o alfabeto A = {a, b, c} da seguinte maneira:

L, ={u]|wucomecapora}l={aw|we A*}

Ly = {u | utermina com a} = {wa | w € A*}

1.4.1 Reuniao

A reuniao de duas linguagens L1 e Lo denota-se por L1 U L9 e é definida da seguinte forma:
L1UL2:{U‘U,€L1\/U€L2} (1.1)

Exemplo 1.1

Sendo L, = {u|u comega por a} = {aw|w € A*} e Ly, = {u|u termina com a} = {wa|w € A*}
L, ULy = {u]|ucomegapor a V u termina com a}
={zwy|lwe A*N(z=aVy=a)}U{a}

= {wiaws | w1, wy € A* A (wy =&V ws =¢)}

1.4.2 Interseccao

A intersecc¢ao de duas linguagens L e Lo denota-se por L1 N Ly e é definida da seguinte forma:

LlﬁLQI{’U,‘uELl/\UGLQ}

Exemplo 1.2

Sendo L, = {u|u comega por a} = {aw|w € A*} e Ly, = {u|u termina com a} = {wa|w € A*}

L, N Ly = {u|ucomeca por a A u termina com a}
={awa |w € A*} U {a}

Compiladores ACP+MOS



1.4. OPERACOES SOBRE LINGUAGENS 5

1.4.3 Diferenca e complementacao

A diferenca entre duas linguagens Lq e Lo denota-se por Ly \ Ly e é definida da seguinte formaZ:

Ll\ng{u|u€L1/\u€L2}

Exemplo 1.3
Sendo L, = {u|u comega por a} = {aw|w € A*} e L, = {u|u termina com a} = {wa|w € A*}
Lo\ Ly = {u| u comega por a A u néo termina com a}
={awx|w e A* Nz € ANz # a}

A linguagem complementar da linguagem L denota-se por L e é definida da seguinte forma:
L={ulue A" AuglL}
Exemplo 1.4
Sendo L = {u | u comega por a} = {aw |w € A*}

L=A\L={u|ugL}
= {u|undocomecapora} ={aw|we A* Nz € ANz #a}U{e}

1.4.4 Concatenacao, poténcia e fecho de Kleene

A concatenacao de duas linguagens Ly e Lo denota-se por L1.L2 e é definida da seguinte forma:
Li.Ly={uv|u€ L ANv € Ly}

Exemplo 1.5
Sendo L, = {u|u comega por a} = {aw|w € A*} e Ly, = {u|u termina com a} = {wa|w € A*}

L,.Ly = {uv | u comega por a A v termina com a}

= {awa | w € A*}

A poténcia de ordem n da linguagem L denota-se por L™ e é definida indutivamente da seguinte forma:

LY = {¢}
Lt = L

Frequentemente, também & usada a notagdo L1 — Lo

ACP+MOS Compiladores



6 CAPITULO 1. LINGUAGENS

Exemplo 1.6

Sendo L = {u | u comeca por a} = {aw | w € A*}
L0 = {2}
L'=L°L={e}.L=L={aw|we A*}
L? = L'.L = {auav | u,v € A*}

O fecho de Kleene da linguagem L denota-se por L* e € definido da seguinte forma:

o0
L*:LOUL1UL2U---:UU
1=0

Exemplo 1.7
Sendo L = {u | u comega por a} = {aw |w € A*}
L*=L°UL'UL*U---
=LuL!
= LU{e}

Para perceber a simplificaciio anterior note que L™ c L™, n > 0.

1.4.5 Propriedades das varias operacoes

Sendo as linguagens conjuntos, todas as propriedades aplicdveis a conjunto sdo naturalmente aplicaveis
a linguagens. Assim, as operacdes de reunido e intersec¢do gozam das propriedades comutativa, associ-

ativa e distributiva.

As operacdes de reunido, intersec¢do e complementacdo gozam das leis de De Morgan:

L — (L2 U L3) = (Ll — Lg) N (L1 — Lg)
Ly — (L2 N Lg) — (Ll — Lg) U (Ll — Lg)

A concatenagdo goza das propriedades:
associativa: Ly.(Lo.L3) = (Ly.Lo).Ls = L1.Ly.L3
existéncia de elemento neutro: L.{c} = {¢}.L =L
existéncia de elemento absorvente: L.() = ().L = ()
distributiva em relagio a reunido: L;.(Ly U L3) = L1.Lo U L;.L3

distributiva em relacio a intersec¢ao: Li.(Ly N L3) = Ly.Lo N Ly.L3

Compiladores ACP+MOS



Capitulo 2

Linguagens Regulares (LR) e Expressoes
Regulares (ER)

2.1 Definicao de linguagem regular

A classe das linguagens regulares sobre o alfabeto A define-se indutivamente da seguinte forma:

1. O conjunto vazio, (), é uma linguagem regular.

Qualquer que seja o a € A, o conjunto {a}' é uma linguagem regular.

Se L e Lo sdo linguagens regulares, entdo L1 U Lo é uma linguagem regular.
Se L e Lo sdo linguagens regulares, entdo L1.Lo é uma linguagem regular.

Se L € uma linguagem regular, entdo L* € uma linguagem regular.

AN T o

Nada mais € linguagem regular.

Note que {¢} é uma linguagem regular, uma vez que (* = {£} e () € uma linguagem regular.

Exemplo 2.1

Mostre que o conjunto dos niimeros binarios comecados em 1 e terminados em 0O € uma linguagem
regular sobre o alfabeto A = {0,1}.

Resposta: O conjunto pretendido pode ser representado por L = {1} - A*- {0}. Este conjunto pode
ser obtido indutivamente da seguinte forma:

1. {0} e {1} sdo regulares pela regra 2.

2. A=1{0,1} = {0} U {1} é regular por aplica¢do da regra 3.

"Note que o elemento do conjunto é uma palavra com uma letra e ndo uma letra. Se se fizesse uma analogia com linguagens
de programag@o como o C/C++ ou o Java, o elemento do conjunto corresponde a palavra "a" e ndo aletra " a’.
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3. Se A é regular, A* também o € por aplicagdo da regra 5.

4. Finalmente, {1} - A* - {0} é regular por aplicagio 2 vezes da regra 4.

Exemplo 2.2
Mostre que o conjunto N = {0,1,2,3,---,10,---}, conjunto dos nimeros inteiros positivos, é
uma linguagem regular sobre o alfabeto A = {0,1,2,---,9}.

Resposta: O conjunto pretendido corresponde ao conjunto formado pela palavra 0 mais todas as
sequéncia de 1 ou mais digitos decimais, comecadas por um digito diferente de 0. Ou seja, N =
{0} U A" A*, onde A" = {1,2,---,9}. N pode ser obtido indutivamente da seguinte forma:

1. Qualquer que seja o d € A, {d} é uma linguagem regular pela regra 2.
. A={0,1,2,--- ,9} é uma linguagem regular, por aplica¢io sucessiva da regra 3.

. A'={1,2,---,9} é uma linguagem regular, por aplicacdo sucessiva da regra 3.

. Se A’ e A* sdo linguagens regulares, A’. A*, é uma linguagem regular por aplica¢do da regra 4.

2

2

3

4. Se A é uma linguagem regular, A* também o é, por aplicagdo da regra 5.

5

6. Finalmente, N = {0} U A’.A* é uma linguagem regular por aplicacdo da regra 3.

Existem diversos formalismos para descrever/representar linguagens regulares. Iremos tratar os seguin-
tes: expressoes regulares, gramaticas regulares, gramaticas regulares generalizadas, autéomatos
finitos deterministas, automatos finitos nao deterministas e automatos finitos generalilzados, assim

como os procedimentos de conversdo de uns nos outros.

2.2 Expressoes regulares

O conjunto das expressoes regulares sobre o alfabeto A define-se indutivamente da seguinte forma:

1. () é uma expressdo regular que representa a linguagem regular ().
2. Qualquer que seja o a € A, a é uma expressdo regular que representa a linguagem regular {a}.

3. Se e; e eg s@o expressdes regulares representando respetivamente as linguagens regulares L e Lo,

entdo (e1]ez) é uma expressdo regular que representa a linguagem regular L; U Lo.

4. Se ej e eg sdo expressodes regulares representando respetivamente as linguagens regulares L1 e Lo,

entdo (ejes) é uma expressdo regular que representa a linguagem regular Ly.Lo.

5. Se e; € uma expressdo regular representando a linguagem regular L, entdo e;* é uma expressao

regular que representa a linguagem regular (L)

6. Nada mais é expressao regular.

Compiladores ACP+MOS



2.3. PROPRIEDADES DAS EXPRESSOES REGULARES 9

Note que € habitual representar-se por € a expressio regular ()*. Esta expressio representa a linguagem
regular formada apenas pela palavra vazia, ({¢}).

Exemplo 2.3

Obtenha uma expressdo regular que represente o conjunto N do exemplo anterior (exemplo 2.2).

Resposta: Uma expressdo regular que representa IV é

e = O[((((((((L[2)[3)[4)[5)[6)[7)I8)|19) (((((((((0[1)[2)[3)[4)[5)[6)[7)[8)[9)

Esta expressdo tem a forma e|(es.e3%), com e; = 0, es = ((((((((1]2)]3)]4)]5)]6)]7)|8)]9) e
es = (((((((((0]1)]2)]3)]4)]5)[6)]7)|8)]9). A expressdo e; representa o elemento 0. A expressdo
eo.e3% representa as sequéncias comecgadas por um digito diferente de 0. A expressao

e =0l(1[2] - 9)(0[112] - - [0}«

representa 0 mesmo conjunto e é claramente mais legivel que a anterior. No entanto, a sua utilizacio
s6 € vélida por causa de propriedades de que gozam os operadores das expressdes regulares e que
serdo apresentados a seguir.

2.3 Propriedades das expressoes regulares

A operacdo de escolha (|) goza das propriedades associativa, comutativa, existéncia de elemento neu-
tro ¢ idempoténcia.

1. As propriedades associativa e comutativa estabelecem respetivamente que

e1](e2]es) = (erlez)|es = erleales
e que

e1lez = ealeq

2. A expressdo vazia, representando o conjunto vazio, ¢ o elemento neutro da operagao de escolha
e1/0 = Bler = e

3. A operagdo de escolha goza ainda de idempoténcia
eiler = e

A operagdo de concatenacdo goza das propriedades associativa, existéncia de elemento neutro e

existéncia de elemento absorvente.

1. A propriedade associativa estabelece que

61(6263) = (6162)63 — €1€9€3

ACP+MOS Compiladores



10 CAPITULO 2. LINGUAGENS REGULARES (LR) E EXPRESSOES REGULARES (ER)

2. A palavra vazia, representando o conjunto formado simplesmente pela palavra vazia ({¢}) é o

elemento neutro da concatenacdo

e1E=¢cep =e1

3. A expressdo vazia, representando o conjunto vazio, € o elemento absorvente da concatenac¢io

e1ll =0e =0

Finalmente, os operadores de escolha e concatenagdo gozam das propriedades distributiva a esquerda

da concatenacio em relacio a escolha

61(€2|€3) = €1€2|€1€3
e distributiva a direita da concatenacio em relacio a escolha

(e1]e2)es = eresleses

Note que o fecho de Kleene ndo goza da propriedade distributiva. Quer isto dizer que em geral

(erlea)” # eqles

(ere2)” # eje;

2.4 Simplificacao notacional

Na escrita de expressdes regulares assume-se que a operacao de fecho (x) tem precedéncia em relacio a
operagdo de concatenagio e esta tem precedéncia em rela¢@o a operagédo de escolha (|). O uso destas pre-
cedéncias, aliado as propriedades apresentadas, permite a queda de alguns paréntesis e consequentemente

uma notagao simplificada. A expressao final do exemplo 2.3 ¢ um exemplo desta notacao simplificada.
Exemplo 2.4

Determine uma expressdo regular que represente o conjunto das sequéncias bindrias em que o
nimero de 0 (zeros) € igual a 2.

Resposta: Niao fazendo uso da notagdo simplificada apresentada atrds, obter-se-ia, por exemplo, a
expressao regular

e = (((17)0)(1%))0)(1)
A aplicacdo das simplificagdes resulta em

1*01*01*

Compiladores ACP+MOS



2.5. EXTENSAO NOTACIONAL 11

Exemplo 2.5

Sobre o alfabeto A = {a, b, ¢} construa uma expressdo regular que reconhega a linguagem L, onde

#(a,w) é uma fungdo que devolve o nimero de ocorréncias da letra a na palavra w,
L={weA"|#(a,w) =3}
Resposta: A expressao regular pretendida é

e = (ble)*a(blc)*a(blc)*a(blc)*

2.5 Extensao notacional

Mesmo com as simplifica¢des notacionais apresentadas, por vezes, uma expressao regular pode ser dificil

de entender. Isto € particularmente verdade quando os alfabetos de entrada sdo extensos.

Exemplo 2.6

Repita o exemplo 2.5 considerando que o alfabeto de entrada € o conjunto das letras minudsculas.

Resposta: Para construir a expressao regular pretendida basta substituir na resposta do exemplo 2.5
cada ocorréncia de (b|c) por (bc|d|- - - |y|y|z), obtendo-se

e = evx = ((Bleld] - lyl2)*a(bleld]- - - [y|=)"a(bleld] - lyl2)*a(bleld] - - [y|=)")"

Embora com um grau de complexidade igual ao do exemplo 2.5 esta expressao regular € mais dificil
de ler.

Considere-se um exemplo onde esta dificuldade de leitura é ainda mais patente.
Exemplo 2.7

Considerando que o alfabeto de entrada € o conjunto das letras maisculas e minudsculas, construa
uma expressao regular que represente o conjunto das palavras com um ndmero par de vogais.

Resposta: A expressado regular pretendida é dada por

((leld[f]---[yl=|BIC|D|F]---[Y]|Z)
|(alelilo[ul AIEIT|O|U)(bleld| f] - - - ly[z| BIC|DIF|- - - [Y]Z) * (aleilo|u A|E|T|OU))

Torna-se, por isso, necessario definir métodos de representagdo das expressdes regulares que possuam
maior poder expressivo. Um dos métodos usados faz uso de vdarias extensdes notacionais. Ir-se-ao

considerar as seguintes extensdes notacionais:

ACP+MOS Compiladores



12 CAPITULO 2. LINGUAGENS REGULARES (LR) E EXPRESSOES REGULARES (ER)

1. O operador sufixo + é usado para representar 1 ou mais ocorréncias da expressao regular a que se

aplica. Assim,

e+ = eex

2. O operador sufixo ? é usado para representar zero ou uma ocorréncia da expressio a que se aplica.

Assim,

e? = (ele)

3. O simbolo . é usado para representar um simbolo qualquer do alfabeto’. Por exemplo, sobre o

alfabeto das letras minusculas,
- = (afble| - [y[2)

4. A expressdo [xjzors---xy] € usada para representar um (note bem, um e um s6) simbolo do
conjunto {x1, x2,x3, - , Ty }. Por exemplo, a expressdo regular [aeiouAEIOU]| representa uma

vogal, maiscula ou mindscula.

A construgdo anterior permite ainda especificar gamas de simbolos usando um intervalo de valores.
A expressao [x; — x| representa um simbolo do alfabeto entre x; e x¢. Por exemplo, [a-z]

representa uma letra mindscula.

E possivel construir expressdes juntando gamas e simbolos considerados individualmente.
Por exemplo, a expressio [a—zA-Z0-9_| representa uma letra, maiscula ou mintscula,
um algarismo decimal ou o simbolo ‘_’, ou seja, representa um simbolo do conjunto
{a,b, - ,y,z,A,B,--- Y, Z,0,1,---,8,9,_}.

5. A expressdo ["z1xoxws - - -, pode ser usada para representar um simbolo do conjunto comple-
mentar do cunjunto {1, s, x3, - ,Z,}. Por exemplo, sobre o alfabeto das letras minusculas e

maisculas a expressio [ aeiouAEIOU] representa uma consoante?.
6. A expressdo e{n} representa n concatenacdes da expressao e, ou seja, e”.

7. A expressdo e{ni,ns} representa entre n; e ny concatenacoes da expressio e, ou seja, a expressio
enl‘enlJrl’ .. ’en2‘

8. A expresso e{n, } representa n ou mais concatenagdes da expresdo e a expressio e”|e" 1| ...

Note, no entanto, que as extensdes notacionais disponiveis podem variar dependendo da ferramenta

usada®.

2 Algumas ferramentas, como a linguagem lexical £1ex, excluem do . a mudanca de linha.

*Note que o que é dito apenas é verdade sobre o alfabeto das letras. A mesma expressio terd um significado diferente se o
alfabeto for outro. Por exemplo, nas linguagens que aceitam expressdes regulares, o alfabeto é todo o c6digo ASCII. Nesses
casos, a expressdo representaria qualquer simbolo a excegdo dos das vogais.

“Por exemplo, em ANTLR, as extensdes 5 a 8 ndo existem nessa forma. A S aparece na forma ~[- - -]. As outras aparecem
na forma de predicados semanticos.

Compiladores ACP+MOS



2.6. APLICACAO DAS EXPRESSAO REGULARES 13

2.6 Aplicacao das expressao regulares

* Validacao de entrada, por exemplo em formuldrios.

* Procura e selecdo de texto. Ferramentas como o word e o 1ibre office tém suporte de

expressoes regulares.

* Tokenization, que corresponde a transformacdo de uma sequéncia de carateres numa sequéncia de

tokens, parte do processo de compilagao.

2.7 Exercicios

Exercicio 2.1

Determine uma expressao regular que represente as sequéncias bindrias com um nimero par de uns.

Exercicio 2.2

Determine uma expressao regular que represente as constantes niimericas na linguagem C. Eis al-

guns exemplos de constantes niimericas em C: “10”, “10.1”,“10.7,“. 127, “1e5,“10.1E+4".

ACP+MOS Compiladores



Capitulo 3

Gramaticas regulares (GR)

Considere uma estrutura G, definido sobre o alfabeto 7" = {a,b}, com as regras de rescrita

S = b

S —- alf
significando que em qualquer sequéncia onde apareca o simbolos S ele pode ser substituido (rescrito) por
b ou por a S. E habitual usar-se o simbolo | > para denotar as vdrias alternativas de rescrita associadas

ao mesmo simbolo. Assim, a estrutura anterior € comummente representada por

S = b

| a8

Que palavras apenas constituidas por simbolos do alfabeto 7" se podem gerar a partir de S? Substituindo
S por b obtém-se b que pertence a 1™. Isto pode representar-se por

S=Db
Substituindo S por a.S e 0 novo .S por b, obtém-se ab, escrevendo-se

S=aS=ab
Na realidade, comegando em S podem gerar-se as palavras b, ab, aab, aa---ab, ou seja, todas as
palavras da linguagem L dada por

L={a"b|n >0}
ou, equivalentemente, as palavras descritas pela expressao regular a*b.
A estrutura G é uma gramatica que permite gerar a linguagem L. T é o alfabeto de entrada, também
designado por conjunto de simbolos terminais, ou simplesmente conjunto de terminais. .S ¢ um simbolo
ndo-terminal, ponto de partida de todas as palavras. E designado simbolo inicial da gramética. As

regras de rescrita sdo designadas producoes. O conjunto das palavras que se podem gerar a partir do

simbolo inicial da gramadtica por aplicagdo sucessiva de produgdes € a linguagem descrita por G.

As gramdticas podem pertencer a diferentes categorias, dependendo da defini¢cdo das suas produgdes.

Para ja, apenas nos interessa abordar uma dessas categorias, as gramaticas regulares.

14



3.1. DEFINICAO DE GRAMATICA REGULAR 15

3.1 Definicao de gramatica regular

Formalmente, uma gramatica regular ¢ um quadruplo G = (T, N, P, S), onde

e T"é um conjunto finito ndo vazio de simbolos terminais;
e N,sendo N N'T = (), é um conjunto finito ndo vazio de simbolos nio terminais;
e P éum conjunto de produgdes, cada uma da forma o — (3, onde

-a e N
- B € T*U(T*N)

¢ S € N é o simbolo inicial.

Nas producdes, v e 3 sdo designados por cabeca da producao e corpo da producio, respetivamente.
Note que os corpos das produgdes numa gramatica regular ou apenas t€ém simbolos terminais (zero ou

mais) ou tém apenas um simbolo ndo terminal, necessariamente no fim.

3.2 Operacoes sobre gramaticas regulares

As gramdticas regulares sdo fechadas sob as operagdes de reunido, concatenagdo, fecho, interseccdo e

complementacdo.

3.2.1 Reuniao de gramaticas regulares

Sejam G = (T4, N1, P1, 51) e Ga = (T, No, Py, S2) duas gramaticas regulares quaisquer, com Nj N
Ny = (). A gramidtica G = (T, N, P, S) onde

T = T, UT

N = N;y UN; U {S} com S¢(NiUDN>)

P = {S*)S],S‘)SQ}UPlLJPQ
é regular e gera a linguagem L = L(G1) U L(G2). As novas produgdes, S — S e S — So, permitem
gerar, respetivamente, as palavras da primeira e segunda gramadticas, contribuindo dessa forma para a

reuniao.

Exemplo 3.1

Sobre o conjunto de terminais ' = {a, b, c}, determine uma gramética regular que represente a
linguagem L = L; U Ly sabendo que

L) ={wa : weT*} (palavras terminadas em a)
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CAPITULO 3. GRAMATICAS REGULARES (GR)

Resposta:

Ly ={aw : weT*} (palavras comegadas por a)

Comece-se por determinar as gramadticas para as linguagens L e Lo

S

— a5 Sy — a Xo

| b S X, — a Xy

| ¢ S | b X,

| a | ¢ X,
|

A aplicacdo do algoritmo da reunido resulta em

S — S S1 — a5 Sy — a Xs
So | b S X, — a Xy
| ¢ S | b X,
| a | ¢ Xo
| €

3.2.2 Concatenacao de gramaticas regulares

Sejam G = (T3, N1, P1, 51) e Go = (T, N, Py, S5) duas gramaticas regulares quaisquer, com Nj N
Ny = (). A gramética G = (T, N, P, S) onde

T
N
P

S

T, U Ty

Ny U No U {S} com S ¢ (NyUNy)
{A=wSs : (A—w)eP ANweTy™}
U{A-w: (A—-w)ePr ANweTi" Ny}
U Py

S1

¢ regular e gera a linguagem L = L(G}).L(G2), concatenacdo de L(G1) com L(G2). As producdes

de (1 apenas constituidas por simbolos terminais transitam para GG sendo-lhes acrescentado no fim o

simbolo inicial de G5 (S2). As restantes produgdes de (1 (aquelas que terminal num simbolo néo ter-

minal) e todas as produgdes de G transitam inalteradas. O simbolo inicial da concatenagéo corresponde

ao (ou transforma-se diretamente no) simbolo inicial de ;.

Compiladores
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3.2. OPERACOES SOBRE GRAMATICAS REGULARES 17

Exemplo 3.2

Sobre o conjunto de terminais 7' = {a,b, c}, determine uma gramatica regular que represente a
linguagem L = L;.L4 sabendo que

Ly ={wa : weT*} (palavras terminadas em a)
e

Ly ={aw : weT*} (palavras comecadas por a)
Resposta:

As linguagens L e L, sdo as mesmas do exemplo anterior. Apresentam-se novamente aqui as suas
gramdticas por conveniéncia.

Si — a5 Sy — a Xo
| b S X, = a Xy
| ¢ S | b X,
| a | ¢ Xo
| €

A aplicagdo do algoritmo da concatenagdo resulta em

S = 5 ST — a s Sy — a Xo
| b S Xo = a Xy
| ¢S | b X
| a S | ¢ Xo
| €

A unica produg@o que transitou alterada foia S; — a, que passoua S; — a Sz

3.2.3 Fecho de Kleene de gramaticas regulares

Seja G1 = (T1, N1, Pi, S1) uma gramdtica regular qualquer. A gramatica G = (T, N, P, S) onde

T = T

N = N U{S} com S¢N;

P {S—e S— 5}
U{A—-wS: (A—-w) eP NweT"}
U{A-w: (A=w)ePL ANweTi"Ni}

é regular e gera a linguagem L = (L(G1))". O fecho corresponde a concatenagdes da linguagem com ela
propria. Assim, as produgdes de G; apenas constituidas por simbolos terminais ganham o novo simbolo
inicial (S) no fim. As restantes producdes de G; (aquelas que terminam num simbolo ndo terminal)

mantém-se inalteradas. O novo simbolo inicial define o ponto de fuga do processo recursivo.
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18 CAPITULO 3. GRAMATICAS REGULARES (GR)

Exemplo 3.3

Sobre o conjunto de terminais 7' = {a,b, c}, determine uma gramatica regular que represente a
linguagem L = L, sabendo que
Ly ={wa : weT*} (palavras terminadas em a)
Resposta: A linguagem L; ja foi abordada anteriormente. Apresenta-se novamente aqui a sua
gramadtica por conveniéncia.
S1 — a S
| b S
| ¢ 5
| a

A aplicagdo do algoritmo de fecho resulta em

S — € Si1 = a s
| S | b S

| ¢ 51

| a8

3.3 Definicao de gramatica regular generalizada

Para suporte aos procedimentos de conversao de gramdticas regulares em expressoes regulares, apresen-

tados noutro capitulo, mas ndo s6, é possivel generalizar a definicdo de gramética regular.

Formalmente, uma gramética regular generalizada é um quadruplo G = (T, N, P, S), onde

* 7" ¢ um conjunto finito ndo vazio de simbolos terminais;
e N,sendo N NT = (), é um conjunto finito ndo vazio de simbolos nio terminais;
¢ P é um conjunto de producdes, cada uma da forma o — 3, onde

-a €N
- p € E(TYUE(T)N

¢ S € N é o simbolo inicial.

onde F(T) representa o conjunto das expressdes regulares definidas sobre o alfabeto 7.

Note que esta definicdo abrange a dada anteriormente para gramadtica regular, uma vez que T representa

um subconjunto das expressdes regular sobre o alfabeto 7.

Compiladores ACP+MOS



Capitulo 4

Equivaléncia entre Expressoes Regulares e
Gramaticas Regulares

As expressdes regulares e as gramadticas regulares sdo equivalentes, no sentido em que descrevem a
mesma classe de linguagens, as linguagens regulares. Assim sendo, é possivel converter uma expressao
regular dada numa gramadtica regular que represente a mesma linguagem. Inversamente, ¢ também
possivel converter uma gramatica regular dada numa expressdo regular descrevendo a mesma lingua-

gem.

4.1 Conversao de uma expressao regular numa gramatica regular

Como vimos na sua defini¢do, uma expressao regular é contruida a custa de elementos primitivos e dos

operadores escolha (|), concatenacgao (.) e fecho (x). Os elementos primitivos correspondem a expressao

0, representando o conjunto vazio, e as expressoes do tipo a com a € A, sendo A o alfabeto. E habitual

considerar a expressdo £ como um elemento primitivo, embora se saiba que € = ()*.

E possivel decompor-se uma expressao regular num conjunto de elementos primitivos interligados pelos

operadores referidos acima. Dada uma expressao regular qualquer ela é:

1. um elemento primitivo;

2. ou uma expressao do tipo e*, sendo e uma expressao regular qualquer;

3. ou uma expressao do tipo ej.e2, sendo e € ea duas expressoes regulares quaisquer;
4. ou uma expresséo do tipo e1|es, sendo e; e eo duas expressdes regulares quaisquer;

19



20 CAPITULO 4. EQUIVALENCIA ENTRE ER E GR

Se se identificar as gramaticas regulares equivalentes das expressdes primitivas, tem-se o problema da
conversao de uma expressdo regular para uma gramética regular resolvido, visto que se sabe como fazer

a reunido, concatenacdo e fecho de gramadticas regulares (ver seccio 3.2).

4.1.1 Gramaticas regulares dos elementos primitivos

A tabela seguinte mostra as gramadticas regulares correspondentes as expressoes regulares € € a, sendo a

um simbolo qualquer do alfabeto.

expressao regular | gramadtica regular

€ S —e

a S — a

4.1.2 Algoritmo de conversao

A transformacdo de uma expressdo regular numa gramadtica regular pode ser feita aplicando os seguintes

passos:

1. Se a expressao regular é o do tipo primitivo, a gramética regular correspondente pode ser obtida

da tabela anterior.

2. Finalmente, se € do tipo e;|e, aplica-se este mesmo algoritmo na obtengdo de gramaticas regulares
para as expressdes e € es e, de seguida, aplica-se a reunido de gramadticas regulares descrita na

seccdo 3.2.1.

3. Se ¢é do tipo ej.eq, aplica-se este mesmo algoritmo na obtencdo de gramaticas regulares para as
expressdes e; e eg e, de seguida, aplica-se a concatenacdo de gramaticas regulares descrita na

seccdo 3.2.2.

4. Se é do tipo e*, aplica-se este mesmo algoritmo na obten¢do de uma gramadtica regular equiva-
lente a expressdo regular e e, de seguida, aplica-se o fecho de gramaticas regulares descrito na

seccdo 3.2.3.
Exemplo 4.1

Construa uma gramética regular equivalente a expressdo regular e = ala(alb|c)*a.
Resposta:

A expressdo regular e € do tipo e;|es, com e; = a e es = a(a|b|c)*a, pelo que se deve aplicar a
regra 2 do algoritmo. A expressdo e; € do tipo primitivo, pelo que se pode aplicar a tabela para obter
a gramadtica regular correspondente. A expressao e resulta da concatenagao de 3 expressodes regula-

res, para as quais temos de obter gramaticas regulares. Apenas a segunda expressao da concatenacgao
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4.1. CONVERSAO DE ER EM GR 21

tem de ser considerada, visto j4 se ter as gramdticas regulares das outras. Tem-se entdo que converter
a expressdo regular es = (a|b|c)*, que se obtém do fecho sobre a gramética regular que represente a
expressdo e4 = alb|c. Esta, por sua vez, resulta da reunido das graméticas regulares das expressdes
primitivas a, b e c. Esta decomposi¢do pode ser visualizada na figura seguinte

/D\
/Dm
@ L ©

/lm\
ONONO,

Uma vez definida a decomposi¢do, a construcdo faz-se dos elementos primitivos para a expressao
global. As gramaticas regulares para as expressoes a, b € ¢ 530

Se — a Sy = b S = ¢
Fazendo a sua reunido obtém-se a gramdtica regular para ey

54 — Sa | Sb | Sc

S, — a
S, — b
S. — c¢

que pode ser simplificada para
S4 — al|blc
Aplicando o fecho a esta gramética obtém-se a gramatica regular para a expressao es
S3 — €] 84
Sys — aS3|bSs|cSs
que pode ser simplificada para
S3 — e€]laS;|bSs|cS;
A gramadtica regular para ey resulta da concatenacdo das gramadticas regulares para a, es € a,
obtendo-se, apds alguma simplificac@o, a gramatica regular seguinte
Sy — a S3
S3 — alaS;|bS;|cSs
Finalmente, a gramética regular para e obtém-se da reunido das graméticas regulares para es € a, o
que resulta na gramdtica regular seguinte

S = al| S

Sy — a Ss

S3 — alaS3|bSs|cSs
que pode ser transformada para

S — alalds

S3 — al|adlSs|bSs]|cSs
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4.2 Conversao de uma gramatica regular numa expressao regular

A conversdao de gramdticas regulares em expressdes regulares € feita através de gramadticas regulares
generalizadas, com uma pequena alteracéo na forma como sdo usadas. Cada produgdo da forma X — /3,
com 3 € T*, é representada pelo triplo (X, 3, ). Por outro lado, cada producdo da forma X — gY,
com € T*eY € N, érepresentada pelo triplo (X, 5,Y).

Convertendo inicialmente uma gramdtica regular para este formato e aplicando sucessivamente
transformagdes de equivaléncia, o conjunto de triplos pode ser reduzido a forma (E,e,¢), sendo e a

expressdo regular equivalente a gramadtica ponto de partida.

4.2.1 Algoritmo de conversao

Assim sendo, a obtengdo de uma expressao regular equivalente a uma gramatica regular qualquer dada,

pode ser feita através dos seguintes passos:

1. Conversao de uma gramética (7', N, P, S) no conjunto de triplo seguintes

E = {(E,&9)}
U {(A,w,B) : (A—-wB)e P N BeEN}
U {(Awe): (A-w)eP ANweT"}

O triplo (E, ¢, S) corresponde ao acrescento a gramdtica de uma nova produgdo £ — ¢S, de
forma a garantir que o (novo) simbolo inicial ndo aparece no corpo de nenhuma produgdo. Por

conseguinte, £ ¢ N.

2. Eliminac¢do, um a um, por transformagdes de equivaléncia, de todos os simbolos de IV, até se obter

um unico triplo da forma (E, e, ¢).
A eliminagdo dos estados intermédios pode ser realizada pelo procedimento seguinte:

1. Substitui¢do de todos os triplos da forma (A, o;, A), com A € N, por um tnico (A,ws, A), onde

wy=oaq o] |y

2. Substitui¢do de todos os triplos da forma (A, §;, B), com A, B € N, por um tunico (A, wi, B),
ondewi = B | Ba| -+ | Bn

3. Substituicdo de cada triplo de triplos da forma (A, wy, B), (B,ws, B), (B,ws,C),com A, B,C €
N, pelo triplo (A, wiwa*ws, C')

4. Repeticdo dos passos anteriores enquanto houver simbolos intermédios
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Exemplo 4.2

Obtenha uma expressdo regular equivalente & gramdtica regular seguinte
S — aS|cS|aba X
X —- aX|cX|e

Resposta:

* Comeca-se por converter a gramdtica num conjunto de triplos, acrescentando o triplo inicial
{(E,&,9),(S,a,9),(S,¢c,9),(S,aba, X), (X,a,X),(X,c,X),(X,e,¢) }
* Substitui-se (S, a, S) e (S, ¢, S) por (5, (alc), S)
{(E,¢,5),(S,(alc),S),(S,aba, X), (X,a,X),(X,c,X),(X,e,e) }
X,a,X)e(X,c,X) por (X, (alc), X)
(5, (ale), 5), (S, aba, X), (X, (alc), X), (X, &,€) }

{(E,e, S ,(a

(
)
* Substitui-se (
);
* Substitui-se (

Ee,5), (S, (alc),S) e (S,aba, X) por (E, (a|c)*aba, X)
{ (£, (alc)"aba, X), (X, (alc), X), (X,e,¢) }
* Finalmente, substitui-se (E, (a|c)*aba, X), (X, (alc), X) e (X, ¢,¢) por (a|]c)*aba(alc)*
{ (E,((alc)*aba(alc)"), ) }
¢ Obtendo-se a expressdo regular pretendida
(alc)*aba(alc)*
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Capitulo 5

Automatos Finitos Deterministas (AFD)

Um automato finito € um mecanismo reconhecedor das palavras de uma linguagem. Dada uma lin-
guagem L, definida sobre um alfabeto A, um autémato finito reconhecedor de L é um mecanismo que
reconhece as palavras de A* que pertencem a L. Genericamente um autémato finito tem a configuracio

representada na figura seguinte.

o 1
TTTITTT1T1T |Unidade de Controlo| T T T T 111

fita de entrada fita de saida

H fita de trabalho

Uma unidade de controlo, com capacidade finita de memoriza¢do, manipula os simbolos recolhidos de

uma fita de entrada, que armazena uma palavra, e produz uma resposta. Definem-se vérios tipos de
autématos, dependendo da forma como a fita de entrada € acedida e da existéncia ou inexisténcia de fitas
de trabalho e de fita de saida.

A fita de entrada é uma unidade s6 de leitura com acesso sequencial ou aleatério aos simbolos da palavra.
No acesso sequencial um simbolo da palavra de entrada lido e processado ndo pode ser processado
novamente. Se assumirmos que a fita de entrada possui uma cabeca de leitura, esta apenas pode avangar
posicdo a posicdo. No acesso aleatério o mesmo simbolo pode ser lido mais que uma vez, ou seja,

assume-se que a cabega de leitura pode ser deslocada para a frente ou para tras livremente.

Em geral, a resposta dos autématos € do tipo sim/nao ou aceito/rejeito. Quer isto dizer que um autémato
nao possui propriamente uma fita de saida, limitando-se a produzir um aceito se v € L e um rejeito caso
contrério. Neste sentido funcionam efetivamente como reconhecedores das palavras de uma linguagem.
No entanto, hd autématos que produzem um simbolo de saida por cada simbolo de entrada processado.
Nestes casos existe uma fita de saida que representa uma unidade sé de escrita com acesso sequencial.

Um simbolo de saida uma vez escrito ndo podera ser apagado ou rescrito.
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H4 autématos em que a unidade de controlo recorre a fitas de trabalho para armazenar informagao que
auxilie no processamento. Estas fitas tém um funcioanamento tipo pilha, ou seja, a ordem de colocagao

de elementos na fita € contraria a de retirada.

No resto deste capitulo ir-se-ao estudar categorias de autématos caracterizadas pelo facto de possui-
rem uma fita de entrada com acesso sequencial e por ndo possuirem fitas de trabalho. Mais especifica-
mente, ir-se-a0 cobrir os automatos finitos deterministas, os automatos finitos nao-deterministas e
os automatos finitos generalizados, que apenas produzem uma saida do tipo aceito/rejeito. Todos eles

correspondem a modelos computacionais que representam linguagens regulares.

5.1 Definicao de autémato finito determinista

Um autémato finito determinista (AFD) ¢ um quintuplo M = (A, @, o, 6, F'), em que:

» A ¢ o alfabeto de entrada;

* () é um conjunto finito ndo vazio de estados;

* ¢o € Q é o estado inicial;

* ):Q x A— Q éuma funcdo que determina a transi¢ao entre estados; e

* F' C @ é um conjunto dos estados de aceitacao.

Graficamente um AFD pode ser representado por um grafo dirigido, onde os nds correspondem aos
estados e as setas as transi¢des. Visualmente, é habitual usarem-se circulos para representar os estados.
Os circulos correspondentes aos estados de aceitacao sao diferenciados usando-se riscos duplos. O estado
inicial ¢ marcado com uma pequena seta sem origem. As setas sao etiquetadas com elementos do alfabeto
A. De cada estado tem de sair uma e uma sé seta etiquetada com cada elemento do alfabeto. Duas ou
mais transi¢des entre o mesmo par de estados sdo representadas por uma tnica seta, tendo como etiqueta

uma lista de elementos do alfabeto.

Exemplo 5.1

A figura seguinte

0

0
-0, O

representa um autémato finito determinista M = (A, @, qo, 0, F'), com

« A={0,1},
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26 CAPITULO 5. AUTOMATOS FINITOS DETERMINISTAS (AFD)

* Q={A B},

* g =4,

e §(A,0) = A, 6(A,1) = B,§(B,0) = B,§(B,1) = Ae
. F—{B}.

Este AFD reconhece o conjunto das sequéncias bindrias com um nimero impar de uns. Os estados
A e B representam respetivamente niimero par de uns e niimero impar de uns. Inicialmente, o AFD
encontra-se em A — a sequéncia vazia tem um ndmero par de uns. A seguir, por cada 1 que entra, o
AFD transita entre os estados A e B, de modo a refletir o nimero de uns lidos até esse momento. A
chegada de zeros ndo altera o estado. Quando a palavra de entrada se esgotar, se o AFD se encontrar
em A é porque tinha um nimero par de uns e é por isso rejeitada; se se encontrar em B ¢ aceite.

Por exemplo:
* A palavra 1011 faz M; evoluir de A para B (A L Y%BLHalL B), aceitando-a
como sendo uma palavra pertencente a linguagem reconhecida por M; .
* A palavra 1100 faz M; evoluir de A para A (A SLINY ;SRR RN LN A), levando a sua
rejeigao.

* A palavra vazia, ¢, deixa M; em A, levando a sua rejeigao.

O exemplo anterior mostra que um AFD também pode ser representado de forma textual. Sendo o
alfabeto e o conjunto de estados conjuntos finitos, a funcio de transi¢do é também um conjunto finito,
que pode ser representada por um conjunto de triplos (s1,a, s2), sendo so = 0(s1,a). A fungdo de
transi¢ao pode também ser representada por uma matriz, em que as linhas correspondem ao estado atual,
as colunas aos simbolos do alfabeto e as células contém o estado seguinte. Isto € ilustrado pelo exemplo

seguinte.

Exemplo 5.2

O AFD do exemplo anterior pode ser textualmente representado por

A={0,1}
Q:{AﬂB}
g =A
F ={B}

o= {(A,O,A), (Aa 17B)7 (B,O,B), (Ba lvA)}

A func@o de transi¢do § pode ser representada matricialmente por

0 1
A|lA|B
B|B|A
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5.2 Linguagem reconhecida por um AFD

Diz-se que um AFD M = (A, Q, qo, J, F') aceita uma palavra u € A* se u se puder escrever na forma

U = ujus - - - Uy, € existir uma sequéncia de estados sg, s1, - - - , Sp, que satisfaca as seguintes condi¢des:
1. s0 = qo;
2. qualquerquesejaoi=1,---,n, s =0(si—1,u;);
3. s, € F.

Caso contrdrio diz-se que M rejeita a sequéncia de entrada.
Exemplo 5.3

Usando o autémato do exemplo 5.1, mostre que a palavra 1101 é reconhecida por esse automato.
Resposta:

0(A,1)=B,§(B,1) = A, 6(A,0) = Ae §(A,1) = B, logo 1101 é reconhecida por M.

Seja 6* : Q x A* — (@ a extensdo de ¢ definida indutivamente por:
0*(q,€) = ¢
*(q,av) = 6*(6(q,a),v), com a€A AN veA
M aceita a palavra u € A* se e s6 se 6*(qo,u) € F.
A linguagem reconhecida por M = (A, @, qo, 9, F') denota-se por L(M) e é definida por
L(M) = {u € A*| M aceitau} = {u € A*| §*(qo,u) € F}

Exemplo 5.4
Usando 6* verifique se a palavra u = abab é aceite pelo autémato M = (4, Q, o, 0, F'), definido
por:
A={a,b,c}
Q = {s1,s2}
qo = S1
F={s}

d = {(517 a, 52)7 (515 b7 51)3 (517 c, 51)7 (527 a, 31)7 (525 b7 52); 52, C, 52)}
Resposta: Pretende-se verificar se 6* (s, abab) € F.

5*(s1,abab) = 6*(8(s1, a)bab) = §*(sq, bab)
= §*(0(s2,b)ab) = 6*(s2, ab)
= 6*(0(s2,a)b) = 0*(s1,b)
= 0*(d(s1,b)e) = 0*(s1,¢€)

= S1.
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28 CAPITULO 5. AUTOMATOS FINITOS DETERMINISTAS (AFD)

Como s; € F, M aceita a palavra abab.

5.3 Projeto de um AFD

O projeto de um autémato finito € um processo criativo; como tal ndo pode ser reduzido a uma simples

receita ou férmula. Pode, no entanto, ajudar se se seguir os seguintes passos:

1. Identificar os estados necessarios.
2. Acrescentar as transi¢coes.
3. Identificar e marcar o estado inicial.

4. Identificar e marcar os estados de aceitacdo.

Frequentemente, é preciso iterar diversas vezes sobre estes passos antes de se chegar a solucio para o

problema.
Exemplo 5.5

Projete um AFD que reconheca as sequéncias bindrias terminadas em 11.

Resposta: Depois de alguma reflexdo chega-se a conclusdo de que bastam 3 estados, A, B e C"
» A significando que o dltimo digito que entrou néo é 1;
» B significando que o ultimo digito que entrou € 1 mas o anterior nio o &;
» (' significando que os dois ultimos digitos entrados sao 1.

A partir daqui chega-se facilmente ao seguinte automato

0 1

| 0 ¢,
_.®‘/_1—.\ — . ©

‘\_//

0

Exemplo 5.6

Projete um AFD que reconheca as sequéncias bindrias com exatamente dois zeros e qualquer

ndmero de uns.

Resposta: Na figura seguinte apresenta-se graficamente o AFD pretendido.
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0 0 0
() — “ — ()
— B —— e B —— e B — e
Sdo necessarios 4 estados para representar a chegada de 0, 1, 2 e mais de 2 zeros. Note que do
estado D saem duas setas dirigidas ao préprio estado D, um com a etiqueta O e outro com a etiqueta
1. Por uma questdo de simplificacdo notacional, é costume fundir-se as duas setas numa sé, com as
etiquetas separadas por virgulas. Note ainda que num autémato finito determinista de cada estado

deve sair uma seta etiquetada com cada um dos simbolos do alfabeto, mesmo que essas setas ja ndo
possam conduzir a situacdes de aceitagdo. E o caso das setas saidas do estado D.

Exemplo 5.7

Projete um AFD que reconheca as sequéncias definidas sobre o alfabeto A = {a, b, ¢} que satisfa-
zem o requisito de qualquer b ter um a imediatamente a sua esquerda e um c imediatamente a sua
direita.

Resposta: A partida, podemos considerar a existéncia de 4 estados para detetar a sequéncia abc.
Isto corresponde aos estados A, B, C' e D da figura abaixo e as setas entre eles indo da esquerda
para a direita. Basta que um b ndo satisfaca o requisito imposto para que a sequéncia seja rejeitada.
O estado E captura essas situagoes.

é@
é
!

\ o
S

Note que os estados A, B e D sao de aceitacao. O estado C' néo o é porque se o autémato termina

)

ai, a sequéncia de entrada termina em b e, por conseguinte, existe um b, esse dltimo, que ndo tem
um ¢ imediatamente a sua direita. Veremos adiante que os estados A e D sdo equivalentes podendo
ser fundidos. No entanto, isso nao invalida que o AFD dado esteja correto.
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Exercicio 5.1

Projete uma AFD que reconhecga sequéncias bindrias de comprimento impar terminadas em 0 ou de

comprimento par terminadas em 1.

Dica: € possivel definir-se um autémato com 5 estados.

5.4 AFD reduzido

Considere o automato do exemplo anterior (exemplo 5.7). Os estados A e D sdo equivalentes. Por um
lado, a sequéncia de entrada é aceite se o autémato termina nos estados A ou D. Por outro lado, se o
autémato se encontra nos estados A ou D evolui, em ambos os casos, para o estado B se entra um a, para
0 E se entra um b e para o A se entra um c. Ou seja, enviar o automato para o estado D € equivalente
a envia-lo para o estado A, podendo, por isso, um ser substituido pelo outro. Se desviarmos para A a
Unica seta dirigida para D — vindo de C com etiqueta ¢ —, o estado D deixa de ser alcangédvel a partir
do estado inicial, podendo ser eliminado. O autémato transforma-se entao no autémato da figura abaixo,

que lhe é equivalente.

|
O
Gif

©

\
N

Em geral, dois estados, s; e s;, de um autémato M = (A, Q, qo, 6, F') sdo equivalentes se e s6 se

Vucas 0°(si,u) € F & 6"(sj,u) € F

©

A notagdo s; = s; € usada para representar o facto de s; e s; serem equivalentes. O conjunto de todos
os estados equivalentes a s é denotado por [s| e representa uma classe de equivaléncia. A relagdo de
equivaléncia (=) entre todos os estados de um autémato determinista permite definir o seu equivalente

reduzido.

Seja M = (A, Q, qo, 0, F') uma autémato determinista qualquer. O equivalente reduzido de M é o AFD
M' = (A,Q, q), ¢, F') definido da seguinte maneira:

Q' ={[d|qecQ}
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* o = [q0]
* F'={[g]llqe F}

0 :Q' xA—Q talque ([g],a) =[0(q,a)].

5.4.1 Algoritmo de reducao de AFD

O algoritmo de reducdo usa um método de aproximacdes sucessivas a partir de uma parti¢cao inicial dos
estados em dois conjuntos — candidatos a classes de equivaléncia —, um com os estados de aceitacdo
e outro com os restantes. Um dado conjunto C' de estados é uma classe de equivaléncia se e sO se
para qualquer elemento a do alfabeto e qualquer par de estados ¢; e g2 pertencentes a C, [0(q1,a)] =
[0(g2, a)]. Sempre que um conjunto viole a condigdo anterior, é desdobrado em dois ou mais conjuntos e

repete-se o processo, até atingir uma solugdo, que existe sempre.

Exemplo 5.8

Considere o automato

J

\ﬁ’

e
—~@

\ ﬁ@_ogl

que aceita sequéncias bindrias terminadas em 11, sendo, por isso, equivalente ao autémato apresen-

—~O=0

)

tado no exemplo 5.5. Construa-se o seu equivalente reduzido.

Resposta: Primeiro, definem-se dois conjuntos de estados, um com os estados de aceita¢do e outro
com oS restantes

Cl :QiF:{AaBachanF}
Cy=F ={G}

Seja Q" o conjunto desses candidatos a classes de equivaléncia, i.e., Q" = {Cy, Cs}.

A seguir, para cada elemento de ), avalia-se a sua evolucdo em termos dos elementos de @’
alcancados em consequéncia das possiveis transi¢cdes. Isso estd ilustrado na tabela a esquerda,
na figura abaixo. Como se pode constatar, os estados de C; transitam para estados de C, por
ocorréncia de um 0. Mas, por ocorréncia de um 1, ha estados que transitam para estados de C e
outros que transitam para estados de Cs. Isto significa que o conjunto de estados C; ndo é uma

classe de equivaléncia. A mesma constatacdo pode ser feita através da representacdo em grafo,
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32 CAPITULO 5. AUTOMATOS FINITOS DETERMINISTAS (AFD)

ilustrado a direita na mesma figura. Nos estados de 'y, ha transi¢des em 1 que se mantém em Cy
e outras que se dirigem a Cy. Cb, porque tem apenas um elemento, é obviamente uma classe de

equivaléncia.

alcy e

B|Cy |y

cley |y

D|cy |Cg

E|C1 | Co

v F|Cy [C1

Cy G|cy|eoy

O conjunto ', ndo sendo uma classe de equivaléncia, tem de ser desdobrado. Olhando para a
tabela, verifica-se que as linhas referentes a C'y caem em duas categorias, uma com os estados A,
B, C e F e outra com os estados D e E. Divide-se entdo o conjunto C; em dois subconjuntos,
representando estas duas categorias, passando Q' a ter 3 elementos:

Ci1={A,B,C,F}
Ci2={D,E}
C2 = {G}

Reconstruindo a tabela e o grafo, obtém-se

T A P1.101.2

B 1.1[°1.2 0
Cra
l C F1.1C1.2
F £1.1C1.2 —>@
E 1.1 Ca N 1
Ci2 T e o
D [y 1|C2 -

Co G [C1.1|C2

Pode facilmente constatar-se que C 1 e (' o sdo classes de equivaléncia, pelo que o processo de
redugdo terminou. Se tal ndo acontecesse, os conjuntos de estados que ndo fossem classes de equi-
valéncia deveriam ser desdobrados, repetindo-se o processo enquanto necessario. Pode verificar que
o autémato obtido é isomorfo com o apresentado no exemplo 5.5.
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O algoritmo encontra sempre uma solucdo. Se se tentar reduzir um autdmato finito determinista ja

reduzido, o processo de reducio conduzird ao préprio autémato (na realidade, a um que lhe € isomorfo).
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Capitulo 6

Automatos Finitos Nao Deterministas
(AFND)

Considere o seguinte automato definido sobre o alfabeto A = {0, 1}.

0
Ol OandOal O
A )— (B ) ————>( C ) —

Possui 3 caracteristicas diferentes das assumidas na definicao de autdmato finito determinista:

* Nao had nenhuma seta etiquetada com 1 a sair dos estados B e D, nem nenhuma seta etiquetada
com 0 a sair dos estados C' e D.

* Ha duas setas etiquetadas com 1 a sair do estado A, um para A e outro para B.

* H4 uma seta etiquetada com ¢, a palavra vazia, a sair do estado B. Designar-se-a0 este tipo de

transicoes por transicoes-c.

Estas caracteristicas violam a defini¢do de autémato finito determinista, mas s@o aceites pelos automatos
finitos ndo deterministas (AFND), que permitem que de cada estado possam sair zero ou mais setas
etiquetadas com cada um dos simbolos do alfabeto de entrada ou com a palavra vazia. A multiplicidade
permite que para fazer aceitar uma palavra se possa escolher entre caminhos alternativos. Para que uma
palavra seja aceite basta que exista um caminho que conduza a uma estado de aceitacdo, mesmo que
haja outros que conduzam a estados de ndo aceitagdo. Perante a entrada 1011 o autdmato anterior pode

realizar 4 caminhos alternativos:
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A—Aa54424
Aaba 458
A—45454B5C
A54%4 5B 505D
um dos quais, o dltimo, conduz ao estado de aceitacdo. Logo, porque hd pelo menos um caminho que

termina num estado de aceitagdo, a palavra 1011 € aceite. Este automato reconhece todas as sequéncias

binarias terminadas em 11 ou 101.

6.1 Definicao de automato finito nao determinista

Um autémato finito nao determinista (AFND) é um quintuplo M = (A, @, o, 6, F'), em que:
« A é o alfabeto de entrada;
* () é um conjunto finito ndo vazio de estados;

* qo € Q é o estado inicial;

d C (Q x A: x Q) é arelacgdo de transi¢do entre estados, com A, = AU {e}; e

e F C Q é o conjunto dos estados de aceitag@o.

A diferenca relativamente a definicdo de autémato finito determinista verifica-se na relagdo 6. Por um
lado, permite que as setas (transi¢cdes) sejam etiquetadas com . Por outro lado, pelo facto de ¢ ser uma

relagdo e ndo uma fungdo, permite que o mesmo par (g, a) € @ x A. possa ter 0 ou mais imagens.

Exemplo 6.1

A luz da definicdo anterior, apresente os vérios elementos do AFND graficamente representado na

figura seguinte.

0"
Ol Ol Okl O
— —> (B | ———— B —

Considerando que o AFND é representado pelo tuplo M = (4, @, qo, 6, F'), tem-se

Resposta:

A={0,1}
Q={A,B,C, D}
@p=A
F={D}

o= {(A,O,A), (Aa LA)v (Aa ]-aB)a (B,€,C), (B,O,C), (Ca ]-aD)}

ACP+MOS Compiladores



36 CAPITULO 6. AUTOMATOS FINITOS NAO DETERMINISTAS (AFND)

Note que a existéncia dos elementos (A, 1, A) e (A, 1, B) faz com que J ndo seja uma funcéo.

Alternativamente, é possivel definir-se a relagcdo de transicdo entre estados como uma fungdo A que

aplica o conjunto @ x A, em p(Q), onde p(Q) representa o conjunto dos subconjuntos de Q).
Exemplo 6.2

Usando est4 tltima defini¢do para a relacao de transicao entre estados, apresente os varios elementos

do AFND graficamente representado no exemplo anterior (exemplo 6.1).
Resposta:

Considerando que o AFND é representado pelo tuplo M = (4, @, qo, 6, F'), tem-se

A={0,1}

Q={A,B,C,D}

Qo =A

A={ (4,0) = {4}, (A1) — {A B}, (Ae)—0,

(B,0) = {C}, (B,1)—0, (B,e) —» {C},
(C,0) — 0, (C,1) = {D}, (C,e) — 0,
(D,0) — 0, (D,1) — 0, (D,e) =0 }

F={D}

11

Neste caso, A é uma fungéo que aplica Q@ x A. — p(Q) e, como () tem 4 elementose A, = {0,1,¢}
tem 3, A tem 12 elementos. Note que sendo A definida como uma fungdo € preciso apresentar as
imagens para todos os elementos de () X A., mesmo que sejam o conjunto vazio. Em geral, torna-se

mais clara a representac@o usando a relagao de transicao.

6.2 Arvore de caminhos

Uma forma simples de obter os diversos caminhos que um AFND pode realizar em resposta a uma dada
palavra a entrada é tragando a drvore de caminhos. Corresponde a um grafo aciclico, em forma de arvore,
tendo como raiz o estado inicial e onde se representam todos os estados alcancaveis por ocorréncia da

palavra de entrada.

Exemplo 6.3

Determine a arvore de caminhos que representa a resposta do autémato abaixo a palavra 1011.

0
MO IOt O
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Resposta:

A éarvore de caminhos € uma estrutura em camadas (subconjunto de estados) alcancadas por forca da
ocorréncia de cada simbolo da palavra de entrada. Uma palavra € aceite se o subconjunto de estados da
dltima camada contiver pelo menos um estado de aceitacdo, ou seja, se a interseccdo com o conjunto
de aceitagdo ndo for o conjunto vazio. No exemplo anterior, 0 caminho que permite aceitar a palavra
foi posto em realce. No exemplo, tenha também em atencdo a forma como as transi¢des-¢ sao tratadas.
Elas ficam dentro da mesma camada (subconjunto) uma vez que ndo correspondem a ocorréncia de um

simbolo do alfabeto.

6.3 Linguagem reconhecida por um AFND

Diz-se que um AFND M = (A, @, qo, J, F'), aceita uma palavra u € A* se e s6 se u se puder escrever
na forma u = ujug - - - u,, com u; € Ag, e existir uma sequéncia de estados sg, 1, - - - , Sp, que satisfaca

as seguintes condicdes:

L. s0 = qo;
2. qualquer quesejaoi =1, -+ ,n, (si—1,u;, S;) € O;

3. s, €F.

Caso contrario diz-se que M rejeita a entrada. Note que, nos autématos finitos nio deterministas, n pode
ser maior que |u|, porque alguns dos u; podem ser €. Isto estd patente no exemplo anterior (exemplo 6.3)
no caminho de reconhecimento da palavra 1011.

A linguagem reconhecida por M denota-se por L(M) = {u|M aceita u}. Usar-se-4 a notagio ¢; — q;
para representar a existéncia de uma palavra u que conduza do estado ¢; ao estado ¢;. Usando esta
notagdo tem-se L(M) = {u | gy — q; A qr € F'}.
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6.4 Fecho-¢

O conceito de fecho-¢ (e-closure, em inglés) € central a manipulacdo de AFND. Dado um AFND M =
(A, Q,qo, 0, F) qualquer, e-closure : @@ — p(Q) é uma func¢do que associa a um dado estado q €
(@ o subconjunto de estados direta ou indiretamente alcangdveis a partir de ¢ apenas por transi¢cdes-c,

incluindo o préprio estado q.

Exemplo 6.4

Determine o e-closure() de cada um dos estados do AFND seguinte.

0
OOl Ol O
— —> (B | ———— B ——

Resposta:
e-closure(A) = {A}
e-closure(B) = {B,C}
e-closure(C') = {C}
e-closure(D) = {D}

E conveniente estender-se a definicdo de fecho-¢, considerando que o argumento da funcdo é um sub-
conjunto de estados em vez de apenas um. Neste caso, o resultado € a unido dos fechos de cada um dos

estados.
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Equivaléncia entre AFD e AFND

A definicao de AFND incorpora a definicdo de AFD, pelo que qualquer AFD ¢ por definicdio um AFND.
Na verdade, na definicdo de AFD, ¢ é uma fun¢do que aplica Q x A em @, logo 6 C (Q x A X Q).
Mas, sendo A C A, (Q X A x Q) C (Q x A x Q), pelo que a funcdo ¢ dos AFD é um subconjunto
da relag@o § dos AFND.

7.1 Conversao de AFND em AFD

Prova-se também que dado um qualquer AFND ¢ possivel construir-se um AFD que reconhece exata-
mente a mesma linguagem. Olhando para uma 4rvore de caminhos, constata-se que por acdo de um
simbolo a entrada o autdmato ndo determinista avanca de um subconjunto de estados para outro, sendo
que inicialmente se encontra no subconjunto constituido pelo estado inicial mais aqueles direta ou indi-
retamente alcancdveis por transi¢des-¢, ou seja, o fecho-¢ do estado inicial. E assim possivel transformar
um AFND num AFD cujos estados sdo subconjuntos de estados do AFND. Se o AFND tiver n estados,
haverd 2" subconjuntos de estados, pelo que o AFD equivalente terd no maximo 2" estados. Ver-se-4
adiante que, em geral, muitos destes estados nao sdo alcangaveis a partir do estado inicial, pelo que po-
dem ser descartados. Os estados de aceitacdo do AFD serao todos aqueles que contenham estados de
aceitacdo do AFND, ou seja, aqueles cuja intersec¢cdo com o conjunto de aceitacio do AFND nio seja o

conjunto vazio.

A estrutura de contrugdo da 4rvore de caminhos permite obter a resposta de um AFND a cada simbolo do
alfabeto de entrada, considerando que o AFND se encontra hipoteticammente num dado subconjunto de
estados. E assim possivel, dado um AFND M = (A, Q, qo, 6, F'), definir-se uma fungio ¢’ : p(Q)x A —
©(Q), que representa as transi¢des do autémato em termos de subconjuntos de estados.

Dado um AFND M = (4, @, qo, 6, F') qualquer, o autémato M’ = (A, Q’, ¢}, 0’, F') onde:
* Q' =p(Q);
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¢ 0 p(Q) x A= p(Q), com &'(p', a) = e, (e-closure(A(p, a)))

* g, = e-closure(qp); e

s F'={¢ : ¢ €p@Q) NdNF+#0}

€ um autémato finito determinista equivalente a M. Nesta defini¢do, optou-se por usar a funcdo A e ndo
a relagdo §, porque simplifica a formulagio da fungio ¢’. Note que, na defini¢do de &', p’ representa um
elemento de p(Q), sendo portanto um subconjunto de estados de ). Relembro que um subconjunto de
estados € de aceitagdo no autémato determinista equivalente desde que contenha pelo menos um estado

de aceitacdo do autémato inicial.
Exemplo 7.1

Usando o método anterior, construa-se um AFD equivalente ao AFND apresentado no exemplo 6.1,
cuja representacao gréfica se repete aqui por comodidade.

0
O~
— —> (B | ———— e —

Resposta: Seja M’ = (A, Q’, q}, ¢, F') o autémato pretendido. Tem-se

Q' = {Xo, X1, X2, X3, X4, X5, X¢, X7, X5, Xo, 210, X11, X12, X13, X14, X15}

onde
Xo = {} X, = {4} Xy = {B} X3 = {A,B}
X, = {C} Xs = {AC} X¢ = {B,C} X; = {A B, C}
Xg = {D} Xo = {A,D} X = {BvD} X = {A,B,D}
X2 = {C,D} X135 = {A,C,D} X4 = {B,C,D} X5 = {A,B,C, D}

Tem-se ainda g, = e-closure(4) = X; e
F' = {Xg, Xo, X10, X11, X12, X13, X14, X15}
Finalmente, a fun¢fo ¢’ é definida pela tabela seguinte

’ estado ‘ 0 ‘ 1 H estado ‘ 0 ‘ 1 H estado ‘ 0 ‘ 1 H estado ‘ 0 ‘ 1 ‘
X x5l x [ulxs] x [xlx] x [x] x,
Xy [ Xo | Xg|| X5 | Xi | Xus5| Xe | Xy|Xs| X7 | X5| X5
Xg | Xo | Xo|| X9 | X1 | Xp || Xuo | Xy | Xo| Xu1 | X5 | Xy
Xio [ Xo [ Xs || X1z | Xa | Xus || Xug | Xy | Xg || Xus | X5 | Xus

No exemplo anterior, observando a tabela de transigao, é facil constatar-se que a partir do estado inicial,
X1, apenas os estados X7, X5 e X5 sdo alcancdveis, pelo que os restantes podem ser retirados do

Compiladores ACP+MOS



7.1. CONVERSAO DE AFND EM AFD 41

autémato. A obtencdo de um AFD equivalente sem estados ndo alcancgédveis (desnecessarios) pode fazer-
se por um método construtivo. A ideia € ir contruindo a fung¢io de transi¢do ¢’ e o conjunto de estados
@’ a partir do estado inicial. Sendo g o estado inicial do AFND, o estado inicial do AFD equivalente é
q(, = e-closure(gp) e o seu conjunto de estados comega em Q)" = {q;}. A partir deste podem calcular-
se os estados alcangados por ocorréncia dos varios simbolos do alfabeto, sendo acrescentados a @’. O

processo repete-se até que todos os elementos de Q' estejam processados € nenhum novo surja.

O algoritmo seguinte consagra este procedimento. Nele, considera-se a defini¢do de AFND baseada na
fungdo A, fun¢do que, dados um estado e uma letra do alfabeto, devolve o conjunto de estados alcancados

(A:Q x A— p(Q)), e afungdo e-closure(.) que recebe como entrada um subconjunto de estados.

Algoritmo 7.1
NFA-to-DFA (input (4, @, qo, 0, F), output (A, Q', g5, ', F')):
q(, < e-closure({qo})
Q «+ {a}
O+ Q
while O’ # () do :
o' + take one element out of O’
foreach a € Ado :
g =10
foreach 0 € ¢
q + ¢ Ue-closure(A(o,a))
5/(61/, a) —q
if ¢ € Q then :
Q<+ QuUd
O+ 0 uq
F' 0
foreach q’ S Q/ do :
if (¢ NF) # 0 then :
F'+—Fuq

O exemplo seguinte ilustra a aplicacdo deste algoritmo.

Exemplo 7.2

Usando o método construtivo, construa-se um AFD equivalente ao AFND apresentado no exem-
plo 6.1, cuja representacdo grafica se repete aqui por comodidade.

0°
MO IOt O
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Resposta: Seja M’ = (A, Q’, ¢}, ¢, F') o autémato pretendido. Tem-se que

q = e-closure(A) = {4} = X,
De X, saem duas transi¢des, uma etiquetada com 0 e outra com 1.

8 (X1,0) = e-closure(A(A4,0)) = e-closure({A}) = {4} = X3

8’ (X1,1) = e-closure(A(A, 1)) = e-closure({A, B}) = {4,B,C} = X7
Partindo de X, tem-se

8’ (X7,0) = e-closure(A(A,0)) U e-closure(A(B, 0)) U e-closure(A(C, 0))

= e-closure({A}) U e-closure({C}) U e-closure({}) = {A} U {C}tU{} = X5
8’ (X7,1) = e-closure(A(A, 1)) Ue-closure(A(B, 1)) U e-closure(A(C, 1))

= e-closure({ A, B}) U e-closure({}) U e-closure({D})

={A,B,C}U{} U{D} = X35

Procedendo de forma equivalente para X5 e X5, obtem-se

6'(X5,0) = U,ex, (e-closure(A(g,0))) = X1
0'(Xs5,1) = U,ex, (e-closure(A(g, 1)) = Xi5
d'(X15,0) = U, ex,, (e-closure(A(g,0))) = X5
&' (X15,1) = Uyex,, (e-closure(A(g, 1)) = X5

Sendo X5 o tnico estado que contém estados de aceitagdo do AFND, o AFD equivalente € o

representado graficamente a seguir
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Capitulo 8

Operacoes sobre AFD e AFND

A classe das linguagens regulares € fechada sob as opera¢des de reuniao, concatenacao, fecho de
Kleene, complementacio, diferenca e interseccao. Quer isto dizer que se M7 e Mo sdo dois autématos
finitos quaisquer, reconhecendo respetivamente as linguagens L(M;) e L(M>), existem autématos finitos
que reconhecem as linguagens L(M;) U L(Ms), L(M1)L(Ms), L(My)*, L(My), L(M;) — L(Ms) e
L(Ml) N L(MQ)

8.1 Reuniao de automatos finitos

Seja M1 = (A,Q1,q1,01,F1) e My = (A, Q2,q2, 02, F») dois autématos (AFD ou AFND) quais-
quer, e sejam L(Mj) e L(Ms) as linguagens por eles reconhecidas, respetivamente. O AFND M =
(A,Q,q,9, F), onde

Q=0Q1UQ2U{q}, comgy ¢ Q1Nq & Q2

F=FUF

0= 51 U 62 U {((JO757 QI)a (QO757 CI2)}
reconhece a linguagem L(M ) = L(M;) U L(Ma).

Na figura 8.1 ilustra-se graficamente a constru¢do de M a partir de M; e Ms. Por um lado, € intuitivo
que qualquer sequéncia u aplicada a M, segue ndo deterministicamente os caminhos de M; e de M.
Logo, se u € aceite por um deles também o € por M. Por outro lado, também € intuitivo que M s6 aceita
sequéncias que sejam aceites por M7 ou por Ms. Mas, prove-se formalmente esta equivaléncia.
Pretende-se provar que L(M) = L(Mj) U L(My). Para isso basta provar que

L(M) C L(My) U L(Ma)
e que

L(My)U L(Ms) C L(M)
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=)
o=l

4‘
R —

M, .

Figura 8.1: Ilustragdo gréfica da reunido de autématos finitos.

A primeira condicdo corresponde a provar que
u€ L(M)= (ue L(M)Vue L(Ms))

0 que se obtém do seguinte desenvolvimento
u€ L(M) = q i>ch, comgqy € F
= qo LN qf, comgqy € F1UF,
= (@0 —> @1 —> gy, comgy € F1) V (g0 — g2 —> g5, comgs € F»)
= (1 LN qf, comgqy € Fi) V (g2 LN qr, comgqy € Fy)

= uc L(Ml) Vu e L(MQ)
A segunda condicao corresponde a provar, para ¢ = 1, 2, que
u € L(M;) = u e L(M)
o que se obtém do seguinte desenvolvimento
u € L(M;) = ¢ — qf, comgqs € F,
&€ u
= qo — ¢ — qf, comgqy € F;
u
= qo — qf, comgqy € F;
u
= qo—> qf, comgqy€F
=u € L(M)
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Exemplo 8.1
A figura

My a, b, c

M, Dabe D
—()—— —()—

representa graficamente os autématos M; e Mo, definidos sobre o alfabeto A = {a,b,c}, que
reconhecem respetivamente as linguagens

L) = {aw|w € A"} = {w € A*|w comega por a}

Ly = {walw € A*} = {w € A*|w termina por a}

Usando a operagao de reunido sobre autématos determine o autémato M que reconhece a linguagem
das palavras comecadas ou terminadas por a.

Resposta:

A aplicagdo direta do algoritmo de reunifo resulta no autémato da figura abaixo

Dabe

PoRN0
ﬁQ& Dab

D=0

Alguma manipulagdo permite transforma-lo em

Exercicio 8.1

A manipulagdo feita na resposta do exemplo anterior corresponde a ilustrada pelas duas
composicdes da figura abaixo, definidas a volta dos autématos M; e M, (a sombreado). Mostre
que s6 sdo equivalente se o estado inicial de M ndo tiver setas a si dirigidas.
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— O i

Mg M2

Considere que M; e M5 sdo autdmatos definidos sobre o alfabeto bindrio, sendo que M; reconhece
as sequéncias com numero par de uns e M5 as sequéncias com nimero impar de zeros. Correspon-
dendo a aplicacdo direta da reunido de autématos finitos, a constru¢iio da esquerda reconhece as
sequéncias com nimero par de uns ou impar de zeros. Por conseguinte, rejeita as sequéncias com
nimero impar de uns e par de zeros. No entanto, estas sequéncias s@o aceites pelo autémato da
direita. Mostre-o. Qual é a linguagem reconhecida pela construgdo da direita?

8.2 Concatenacao de autéomatos finitos

Seja My = (A,Q1,q1,01,F1) e My = (A, Q2,q2,02, F3) dois autématos (AFD ou AFND) quais-
quer, e sejam L(M;) e L(M>) as linguagens por eles reconhecidas, respetivamente. O AFND M =
(A,Q,qo,0, F), onde

Q=0Q1UQ2
dgo = q1
F =I5

0 =01 Ud U (Fl X {6} X {qg})
reconhece a linguagem L(M) = L(M;).L(M,), concatenagdo de L; com L.

Na figura 8.2 ilustra-se graficamente a constru¢io de M a partir de M7 e Mo. Para que M aceite uma
palavra u € necessario percorrer um caminho que va desde o seu estado inicial até um dos seus estados
de aceitacdo. Ora, isto significa ir do estado inicial até um estado de aceitagdo de M, passando-se, de
seguida e por efeito de um ¢, para o estado inicial de M> e finalmente indo deste até um dos estados de
aceitacdo de Ms. Ou seja, uma palavra u € aceite por M se se puder decompor v em duas partes v e w

(u = vw), sendo v aceite por M7 e w por M. Prove-se formalmente esta equivaléncia.

Compiladores ACP+MOS



8.2. CONCATENACAO DE AUTOMATOS FINITOS 47

M,

Figura 8.2: Ilustracdo grafica da concatenagdo de autématos finitos.

Pretende-se provar que L(M) = L(Mj).L(My). Para isso basta provar que
L(M) C L(My).L(M>)

e que
L(My).L(Mz) € L(M)

A primeira condi¢@o corresponde a provar que
u € L(M) = (ue L(M;)L(My))

o que se obtém do seguinte desenvolvimento
ue L(M)=q i>qf, comgqy € F
u€ L(M) = q — qr, comgqy € Fy
:>qoi>qvi>q2&>qf, comu =vw A q, € F1 N qf € I»
= v e L(M) N we L(M), comu=vw

= uc L(Ml)L(MQ)

Exercicio 8.2

Prove a segunda condig@o, isto é, prove que

w € L(My)L(Ms3) = u € L(M)
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Exemplo 8.2

Usando o algoritmo apresentado, determine o autémato M que reconhece a linguagem
L(My).L(Ms;), considerando os autématos M; e Ms do exemplo 8.1, que se repetem aqui por
comodidade.

M Qa,b,c My (>a,b,c
D=0

Resposta: A aplicacdo direta do algoritmo de concatenacdo resulta no autémato da figura abaixo

@a,lxc ®a,b,c

Note que B deixou de ser estado de aceitacdo. Alguma manipulacdo, permite que se chegue ao

autoémato

M

Qa,bm

(OOl ©

Exercicio 8.3

Considerando os autématos do exemplo 8.1 determine o autémato que reconhece a linguagem
L(Mz).L(My).

8.3 Fecho de Kleene de automatos finitos

Seja M1 = (A, Q1,q1,01, F1) um autémato (AFD ou AFND) qualquer, e seja L(M;) a linguagem por
ele reconhecida. O AFND M = (A, @, 0,0, F'), onde

Q@ =Q1U{q}

F ={q}

6 =01 U {(q0.6,q1)} U (F1 x {e} x {qo})
reconhece a linguagem L(M) = (L(My))*, fecho de Kleene de M;.

Na figura 8.3 ilustra-se graficamente a construgdo de M a partir de M. E claro da composigio gréfica

que M aceita € ou qualquer palavra que percorra o caminho

5 uq € 5 uo 5 € Un 5
g —q —qy —>qo —>q1 —> - —>qo —> q1 — qf, — o, comgqy, € I}
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—0O

Figura 8.3: Tlustragdo grafica do fecho de Kleene de autématos finitos.
o0 que corresponde a zero ou mais concatenagdes de palavras de L(M).
Exercicio 8.4

Prove formalmente esta equivaléncia.

Exemplo 8.3
Sobre o alfabeto A = {0, 1} construa um autémato que reconhece a linguagem
L={we A" |#(0,w) =3}

Com base nele construa o autémato que reconhece a linguagem L*.

Resposta: A resposta a primeira questdo é dada pelo autémato seguinte.
e O
Ol Ot O
Aplicando-lhe o algoritmo de fecho obtém-se
e O O

TOOmO=0

Exercicio 8.5

As duas construgdes da figura abaixo, definidas com base no autémato M (a parte a sombreado),
parecem equivalentes, mas ndo o sdo. Apenas a da esquerda garante que o fecho de Kleene é bem
construido sempre. Mostre que as duas construcdes s6 sdo equivalentes se o estado inicial de M for
de aceitag@o ou se ndo houver transicdes a ele dirigidas.
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— =

* Considere que M é um autémato definido sobre o alfabeto A = {a, b, c}, reconhecendo as
sequéncias comegadas por a. Mostre que as linguagens reconhecidas pelas duas construgdes

sS40 a mesma.

* Considere que M é um autémato definido sobre o alfabeto A = {a, b, ¢}, reconhecendo as
sequéncias terminadas por a. Mostre que as linguagens reconhecidas pelas duas constru¢des
sdo diferentes.

8.4 Complementacao de automatos finitos

Seja My = (A, Q1, q1, 01, F1) um AFD (note, determinista) qualquer, e seja L(M;) a linguagem por ele
reconhecida. O AFD M = (A, Q, qo, d, F') onde

Q=1
g =aq
F=Q1—-F
=0

reconhece a linguagem L(M) = L(M;), ou seja, a linguagem complementar de L(M;) sobre o mesmo

alfabeto. A tnica alteracao efetuada é a complementacdo do conjunto de aceitacdo. Na realidade

u € L(M) = 6*(qo,u) € F = §*(qo,u) €Q — F = u ¢ L(M')

u€ L(M') = 6*(qo,u) € Q — F = §*(qo,u) € F = u ¢ L(M)

A complementacdo dos estados de aceitagdo nao funciona para AFND (autématos nao deterministas).
Se se quiser complementar um AFND deve-se primeiro converté-lo para um AFD equivalente e

depois complementar este.

Exercicio 8.6

Mostre que os dois autdmatos da figura seguinte ndo sdo complementares um do outro. Para isso,
basta apresentar uma palavra que ambos reconhe¢cam ou ambos rejeitem.
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Descreva a linguagem reconhecida pelo autémato da direita.

8.5 Interseccao de autématos finitos

Dados dois automatos M; e My como construir um autémato M tal que L(M) = L(M;) N L(Ms),
i.e., que a linguagem reconhecida por M seja a intersec¢ao das linguagens reconhecidas por M; e M>?
Com base nas operacdes apresentadas anteriormente é possivel chegar-se a tal autémato. Na realidade,

por aplicagdo das leis de De Morgan,

L(My) N L(Ms) = L(My) U L(M2)

Logo, sabendo-se complementar e reunir autématos finitos, sabe-se fazer a sua intersec¢do. Note que
esta abordagem envolve 3 complementacdes, o que pode obrigar a conversdo de 3 AFND para os AFD

equivalentes.

Considere-se agora uma abordagem direta para a obtencdo da intersec¢do de autématos finitos. Uma
palavra é reconhecida pela intersec¢do de dois autdmatos se e s6 se for reconhecida por cada um dos dois
autématos individualmente. Isto permite construir a intersec¢do a volta do produto cartesiano dos con-
juntos de estados dos dois autématos. Sejam My = (A, Q1,q1,01, F1) e My = (A, Q2, g2, 02, F>) dois
autématos (AFD ou AFND) quaisquer, e sejam L(M;) e L(M2) as linguagens por eles reconhecidas,
respetivamente. O AFND M = (A, Q, qo, J, F'), em que

Q=0Q1x Qs
9 = (q1,q2)
FZFl XFQ

6 C (Q1 xQ2) x Az x (Q1 X Q2)

sendo § definido de modo que:
* ((@i,95), a, (g}, q7)) € d sse (gi, a,q;) € 1€ (g, a,q;) € b2, paratodo 0 a € A;
* ((¢,495),€,(q.,q5)) € d sse (qgi, €, ¢;) € 61, paratodo o0 gj € Q2;
* ((i,45): €, (¢, q})) € d sse (qj,¢,q;) € d2, para todo 0 ¢; € QL;

iy g )y \Uys 45 19y 45 1 RN Y 25
* ((gi:45),¢, (4, q})) € dsse (gi,e,q;) € 01 e (gj,€,q;) € da;

reconhece a linguagem L(M) = L(My) N L(Mz), ou seja, a linguagem intersec¢do de L(Mj) e L(Ms).
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Exemplo 8.4

Sobre o alfabeto A = {a, b, c} considere os autématos M; e M, graficamente apresentados a

seguir, que reconhecem respetivamente as linguagens das palavras comecadas e terminadas por a.

My (>a,b,c My ba,b,c
O (o

Construa um autémato que reconhega a linguagem L = L(M;) N L(Ms).

Resposta:

A figura seguinte mostra o autémato obtido pela aplicacdo do mecanismo de constru¢io definido

Da,b,c

M

acima.

O estado AD nido é alcangdvel a partir do estado inicial, pelo que pode ser eliminado da resposta,

ficando-se com um autémato com 3 estados.

O exemplo anterior mostra que a aplicacdo do mecanismo de construcdo da interseccdo de automatos
pode conduzir a introduc¢do de estados ndo alcancaveis a partir do estado inicial. Isto propde que a

construcdo deve ser feita a partir do estado inicial, apenas se considerando os estados alcancaveis.

Exemplo 8.5

Sobre o alfabeto bindrio considere os autématos M; e M, graficamente apresentados a seguir

M \ Do1

e e

e determine a sua interseccao.

Resposta:

* O estado inicial do novo autémato é o estado AC = (A,C). (Designar-se-4, no resto do

exemplo, por XY o estado do autémato intersec¢do correspondente ao par (X,Y").)

* H4 uma transicéo a sair de A etiquetada com 0 — a transigdo (A, 0, A) — e duas a sair de C'
— as transi¢des (C, 0,C) e (C, 0, D). Logo, haverd duas transi¢des a sair de AC' etiquetadas
com 0 — as transi¢des (AC,0, AC) e (AC,0, AD).
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* Etiquetadas com 1 hd uma transi¢ao a sair de A, dirigida a B, e uma a sair de C, dirigida a C,
pelo que o autémato intersecc@o terd uma Unica seta etiquetada com 1 a sair de AC — a seta
(AC, 1, BC). Com estas setas foram alcangados os estados AD e BC.

* Procedendo da mesma forma com estes estados e com outros que, eventualmente, se alcan-
cem, obtém-se o autémato desenhado na figura seguinte, que possui apenas 4 estados e ndo

os 6 do produto cartesiano.

0

M
»
—) =)

E facil constatar que M; reconhece as sequéncias bindrias com nimero par de uns e My as
sequéncias bindrias terminadas em 00. M, sendo a intersec¢do de M; e M,, reconhece as

sequéncias bindrias com um nimero par de uns terminadas em 00.

8.6 Diferenca de automatos

Dados dois autématos M; e My como construir um autémato M tal que L(M) = L(M;) — L(Ms), i.e.,
que a linguagem reconhecida por M seja a diferenca entre linguagens reconhecidas por M; e M>? Com

base nas operagdes apresentadas anteriormente é possivel chegar-se a tal autémato. Na realidade

L(Ml) — L(MQ) = L(Ml) N L(MQ) = L(Ml) U L(MQ)

Ora, j4 se mostrou como € que se constroem autdmatos para a complementagado e a intersec¢do ou para a

reunido e a complementacio.

Exercicio 8.7

Sobre o alfabeto A = {a,b,c} considere os autématos My e Ms, graficamente apresentados a

seguir, que reconhecem respetivamente as linguagens das palavras comecadas e terminadas por a.

M Qa,b,c My ba,b,c
—()—= —()—=

Construa um autémato que reconhega a linguagem L = L(M;) — L(M>).
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Capitulo 9

Equivaléncia entre Expressoes Regulares e
Automatos Finitos

As expressoes regulares e os autdmatos finitos sdo equivalentes, no sentido em que descrevem a mesma
classe de linguagens, as linguagens regulares. Assim sendo, é possivel converter uma expressiao regu-
lar dada num autémato finito que represente a mesma linguagem. Inversamente, é também possivel

converter um automato finito dado numa expressao regular descrevendo a mesma linguagem.

9.1 Conversao de uma expressao regular num autémato finito

Como vimos na sua defini¢do, uma expressao regular € contruida a custa de elementos primitivos e dos

operadores escolha (|), concatenacgao (.) e fecho (x). Os elementos primitivos correspondem a expressao

0, representando o conjunto vazio, e as expressdes do tipo a com a € A, sendo A o alfabeto. E habitual

considerar a expressio £ como um elemento primitivo, embora se saiba que € = ()*.

E possivel decompor uma expressdo regular num conjunto de elementos primitivos interligados pelos

operadores referidos acima. Dada uma expressdo regular qualquer ela é:

1. um elemento primitivo;
2. ou uma expressao do tipo ¢*, sendo e uma expressio regular qualquer;
3. ou uma expressao do tipo ej.es, sendo €1 e ex duas expressoes regulares quaisquer; ou

4. ou uma expressdo do tipo ej |ea, sendo e; e ez duas expressdes regulares quaisquer;

Se se identificar os autématos equivalentes das expressdes primitivas, tem-se o problema da conversdao
de uma expressao regular para um autémato finito resolvido, visto que se sabe como fazer a reunido,

concatenacdo e fecho de autdématos (ver capitulo 8).
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9.1.1 Automatos dos elementos primitivos

A tabela seguinte mostra os autématos correspondentes as expressoes regulares (), € € a, com a € A.

expressao regular autémato finito

=0
| =0
a _.Q o, @

Na realidade, o autémato referente a € pode ser obtido aplicando o fecho ao autémato de ().

9.1.2 Algoritmo de conversao

A transformagdo de uma expressao regular num autémato finito pode ser feita aplicando os seguintes

passos:

1. Se a expressao regular € o do tipo primitivo, o autémato correspondente pode ser obtido da tabela

anterior.

2. Se € do tipo e |eq, aplica-se este mesmo algoritmo na obtenc¢@o de autématos para as expressdes

e1 € eg e, de seguida, aplica-se a reuniao de autématos descrita na secgao 8.1.

3. Se € do tipo e*, aplica-se este mesmo algoritmo na obtencdo de um autémato equivalente a ex-

pressao regular e e, de seguida, aplica-se o fecho de autématos descrita na seccao 8.3.

4. Finalmente, se é do tipo ej.e2, aplica-se este mesmo algoritmo na obtencdo de autématos para as

expressoes e € es e, de seguida, aplica-se a concatenacdo de autématos descrita na sec¢ao 8.2.

Exemplo 9.1

Construa um autémato equivalente & expressdo regular e = ala(alb|c)*a.
Resposta:

A expressdo regular e é do tipo ej|es, com e; = a e ea = a(a|b|c)*a, pelo que se deve aplicar a
regra 4 do algoritmo. A expressdo e; € do tipo primitivo, pelo que se pode aplicar a tabela para obter
o autémato. A expressdo e resulta da concatenagdo de 3 expressdes regulares, para as quais temos
de obter autématos. Apenas a segunda expressdo da concatenacdo tem de ser considerada, visto

ja se ter os autématos das outras. Tem-se entdo que converter a expressdo regular e3 = (alb|c)*,
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56 CAPITULO 9. EQUIVALENCIA ENTRE ER E AF

que se obtém do fecho sobre o autémato que represente a expressdo e, = a|b|c. Este, por sua vez,
resulta da reunido dos autématos das expressdes primitivas a, b e c.

Uma vez definida a decomposicdo, a construcdo faz-se dos elementos primitivos para a expressao
global. Os autématos para as expressdes a, b e ¢ sdo

-0——0 -0—+—0 —-0—0
Fazendo a sua reunido obtém-se o autdémato para ey
O—0
R ——
S
—~O0—0—0
> >
\
O—0
B ———

que pode ser simplificado para

O—==0
— —1

Aplicando o fecho a este autdmato obtém-se o autdémato para a expressio es, que se apresenta a
seguir tal como resulta do fecho (lado esquerdo) e ap6s simplificagio (lado direito).

N 2
—-OQ—=—0==0 —-O "

O autémato para e resulta da concatenagdo dos autématos para a, ez € a, obtendo-se, apos

~0—+CZ0

Finalmente, o autémato para e obtém-se da reunido dos autématos para e € a, o que resulta no

simplificac@o, o autémato seguinte

autémato seguinte, lado esquerdo (o lado direito representa o mesmo autémato apds simplificagio).

Compiladores ACP+MOS



9.2. CONVERSAO DE AF EM ER 57

a a
B ——— — B —— e

ol N
SO ol

9.2 Conversao de um autéomato finito numa expressao regular

9.2.1 Autémato finito generalizado

A conversdo de autématos finitos em expressdes regulares baseia-se num novo tipo de autématos, de-
signados autématos finitos generalizados. Este autdmatos sdo semelhantes aos autématos finitos nao-

deterministas mas em que as etiquetas dos arcos sio expressoes regulares.

Um autémato finito generalizado (AFG) é um quintuplo M = (A, Q, qo, J, F'), em que:
* A é o alfabeto de entrada;
* () é um conjunto finito ndo vazio de estados;

* qo € Q é o estado inicial;

d C (Qx ExQ) éarelagdo a transi¢do entre estados, sendo F o conjunto das expressdes regulares
definidas sobre A; e

e F C @ é o conjunto dos estados de aceitac@o.

Note que com base nesta definicdo os automatos finitos deterministas e nao deterministas sdo autématos

finitos generalizados.

Exemplo 9.2

O autémato finito generalizado representado graficamente abaixo representa o conjunto das pala-

vras, definidas sobre o alfabeto A = {a, b, ¢}, que contém a sub-palavra aba.

‘pa|b|c §a|b|c
(a)—=

Imagine que consegue transformar um autémato finito generalizado dado — pense, por exemplo, no

autémato da figura anterior — num outro com a configuracio dada pela figura seguinte
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sendo e uma expressao regular qualquer. Entdo, e € uma expressao regular equivalente ao autémato dado.

Um autémato como o da figura designa-se por autémato finito generalizado reduzido.

9.2.2 Algoritmo de conversao

Assim sendo, a obtencdo de uma expressao regular equivalente a um autdmato qualquer dado, resume-se
a transformacao desse autémato num autémato finito generalizado reduzido. A redu¢ao de um AFG pode

ser feita aplicando o seguinte procedimento:

1. transformacdo de um AFG noutro cujo estado inicial ndo tenha transi¢des a ele dirigidas;

2. transformacdo de um AFG noutro com um tnico estado de aceitacdo que ndo tenha transicdes que

dele partam;

3. eliminagdo, um a um, por transformagdes de equivaléncia, dos restantes estados.

Se o estado inicial de um AFG possui transigdes a ele dirigidas, a transformagao definida pelo ponto 1
do procedimento anterior faz-se acrescentando um novo estado, que passa a ser o estado inicial do AFG

transformado, e uma nova transicdo, etiquetada com ¢, ligando este estado ao antigo estado inicial.

Exemplo 9.3

O AFG do exemplo 9.2 tem transi¢des dirigidas ao seu estado inicial. O AFG representado abaixo,

‘ﬁalﬂc ﬁaﬂﬂc
(@) ===
— e — R

Se um AFG possui mais que um estado de aceitacdo ou se possui apenas um com transi¢des que dele

é-lhe equivalente e tal ja ndo acontece.

partem, a transformacao definida pelo ponto 2 do procedimento de reducgao faz-se acrescentando um novo
estado, que passa a ser o tnico estado de aceitagdo do AFG transformado, e novas transi¢des etiquetadas

com ¢ ligando os antigos estados de aceita¢ido ao novo.

Exemplo 9.4

O AFG do exemplo 9.3 tem um tnico estado de aceitagdo mas tem transi¢des que dele partem. O

AFG representado abaixo, é-lhe equivalente e tal ja ndo acontece.

&a|b|c &aﬂﬂc
Ol Orn O5
— — — —
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Esta-se agora em condicdes de aplicar sucessivamente o ponto 3 do procedimento de redugao, no sentido
de eliminar os estados intermédios (A e B, no caso do exemplo). A ordem pela qual se deve proceder
a sua eliminagdo € arbitraria, em termos da obtencdo de uma expressdo regular equivalente, mas pode
afetar a complexidade das operagdes a realizar. A eliminagdo de estados preconizada pelo ponto 3 do

procedimento de transformacao estd esquematizada na figura seguinte

( )61§ estado a eliminar
}/ K
— » — —

A situagdo inicial € representada pelo grafo da esquerda, sendo Y o estado que se pretende eliminar.

E possivel ir de X para Z passando por Y. Isso corresponde a sequéncias que encaixem na expressio
regular egeey. Se se eliminar Y, estas sequéncias tém de ser colocadas diretamente entre X e Y. Se
jé existir uma transicdo entre X e Y, esta nova terd que ficar em paralelo. Chega-se assim a situacdo
ilustrada a direita, sendo e dado por

e = e1|egesey
Note que, se e1 ndo existir, ficar-se-4 apenas com ege3ey. Note ainda que, se ez ndo existir, egezes = eaey

Exemplo 9.5

Remova os estados A e B do AFG do exemplo 9.4, redesenhado aqui por comodidade

&awc ﬁa|b|c
() =@ ===
— _— —_— _—

Comece-se por remover o estado A. Os estados «, A e B desempenham respetivamente os papéis
dos estados X, Y e Z no esquema relativo ao ponto 3 do procedimento de redugdo. Fazendo a

Resposta:

correspondéncia, tem-se e; = (), ea = ¢, e3 = alb|c e e4 = aba, pelo que 0 AFG apés supressdo do
estado A se transforma no AFG seguinte, onde e = Q|e(alb|c)*aba = (a|b|c)*aba.

alble

De seguida elimina-se o estado B. Neste caso os estados «, B e 8 desempenham respetivamente os
papéis dos estados X, Y e Z, resultando em

. @ (alblc)*aba(alblc)* .
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pelo que a expressdo pretendida é

e = (alb|c)*aba(alblc)*

O exemplo anterior ndo deixa transparecer alguma complexidade que pode aparecer no processo de
remogdo de estados. O estado a remover pode participar em varios tridngulos X — Y — Z, o que obriga

a calcular vérias expressoes regulares por cada estado a remover.

Exemplo 9.6

Considere o autémato da figura seguinte e obtenha uma expressdo regular equivalente

0
-0, @

Comece-se por acrescentar novos estados inicial e de aceitagdo em consequéncia da aplicagdo dos

Resposta:

pontos 1 e 2 do procedimento de redugdo. Obtém-se
0 0
9 1 0
@O——@W__, —@—
—_— E— E—
—_—1

O estado A tem duas transi¢des a si dirigidas, vindas de « e B, e uma que dele parte, dirigida a
B. A sua supressdo vai obrigar ao acrescento de duas transi¢des, uma de « para B e outra de B
para B. O estado B tem duas transi¢cdes que dele saem, uma dirigida a A e outra a 3, e uma a si
dirigida, vinda de A. A sua supressdo vai obrigar ao acrescento de duas transi¢des, uma de A para
e outra de A para A. Sendo o custo de supressdo de cada um dos dois estados igual, a ordem parece
irrelevante. Opte-se entdo pela supressdo de A em primeiro lugar.

Ha dois tridngulos X — Y — Z a considerar, um formado pelos estados a, A e B e outro pelos
estados B, A e B. Estes tridngulos estdo ilustrados na figura seguinte.

C 20 C 20

N >
& e -a

Da supressdo de A resultam um arco entre os estados « e B e outro de B para ele proprio. O

primeiro terd a etiqueta e; = 0*1 e o segundo a etiqueta e, = 0]10*1. Note que o arco original de
B para B desaparece em consequéncia da supressdo de A, sendo substituido pelo novo com etiqueta

eo2. Apés a supressao obtém-se o AFG seguinte
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QO|10*1
—(@)-"=E——0

Suprimindo B obtém-se facilmente a expressdo pretendida

e = 071(0]10"1)"

Exercicio 9.1

Repita o exercicio do exemplo 9.6 mas eliminando em primeiro lugar o estado B.
Resposta:

Ird obter uma expressio regular diferente ((0/10*1)*10*), mas que é equivalente & obtida no exem-

plo anterior.

Exercicio 9.2

Determine uma expressao regular equivalente do autémato finito seguinte

1
-, —®

0 0 0 0

1
O, —®
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Capitulo 10

Equivaléncia entre Gramaticas Regulares
e Automatos Finitos

As gramdticas regulares e os autématos finitos sdo equivalentes, no sentido em que descrevem a mesmo
classe de linguagens, as linguagens regulares. Assim sendo, é possivel converter-se uma gramaética
regular dada num autémato finito que represente a mesma linguagem. Inversamente, é também possivel

converter-se um autémato finito dado numa gramatica regular que descreva a mesma linguagem.

Considere a figura seguinte, onde se representa um automato finito (neste caso determinista) € uma

gramadtica regular, ambos representando as sequéncias bindrias com um nimero impar de uns.

A —- 0B

1 1 14

O /{Q B — 0A

SOET ONENNEE
| €

A analogia entre ambos é 6bvia, o que permite definir os algoritmos de conversao.
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10.1 Conversao de AF em GR

Algoritmo 10.1 (Conversao de AF em GR)
AFND-GR (input (A, @, qo, 9, F'), output (T, N, P, S)):
T+ A
N+ Q
S+ q0
P+ {}
foreach (p, a,q) €é
P+ PU(p—aq)
foreach p € F
P+~ PU(p—e)

Exemplo 10.1

Determine uma gramatica regular equivalente do autémato finito seguinte
1
@ —

1
/\.
@~ -

Resposta: Aplicando diretamente o algoritmo 10.1 e considerando que a gramatica pretendida

corresponde ao tuplo (7', N, P, S), tem-se

T ={0,1}
N ={A,B,C, D}
S=A

P={A—-0C,A—-1B,B—-0D,B—1A
C— AC—1D,D—-0B,D—1C
B —e¢e,C—e}

Rescrevendo a gramética no formato mais habitual, tem-se
A — 0C|1B

0D|1Ale

0A|l1D|e

0B|1C

o QW
Ll
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64 CAPITULO 10. EQUIVALENCIA ENTRE GR E AF

10.2 Conversao de GR em AF

Para a conversao de uma gramatica regular num autémato finito, podem considerar-se duas situacdes:

* conversdo para um autémato finito generalizado;

* conversdo para um autémato finito ndo generalizado;

O primeiro caso € bastante simples e € dado pelo seguinte algoritmo.

Algoritmo 10.2 (Conversao de GR em AFG)
GR-AFG (input (T, N, P, S), output (A, Q, qo, 9, F)):
AT
Q<+ NU{qr}, comgr & N
qo < S
6« {}
foreach (X »w Y)e P, comwecT*andY € N //produgdes com ndo terminal no fim
4+ o0U(X,w,Y)
foreach (X —w) € P, comw € T*  //produgdes s6 com terminais (0 ou mais)
U (X,w,qy)
F <« {qr}

O exemplo seguinte ilustra a aplicagc@o deste algoritmo.
Exemplo 10.2

Determine um autémato finito generalizado equivalente & gramatica regular
S — aS|bS|cS|laba X
X = aX|bX|cX]|e

Resposta:

A aplicagdo direta do algoritmo 10.2 resulta no autémato M = (A, @, qo, 6, F), com

A={a,b,c}
Q=1{SX,qr}
Q=195

6 ={(5,a,9),(8,b,9),(S,c,5), (S, aba, X),
(X,a,X),(X,b,X),(X,c,X),(X,e,q5)}
F={q}

Representado-o graficamente, tem-se

‘&a,b,c ’&a,b,c
G
> >
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No caso de se pretender um autémato ndo generalizado como resultado, é preciso tratar adequadamente
as producdes dos tipos X — wY e X — w quando w possui 2 ou mais simbolos terminais. E facil
perceber que se w = ajagz, ou seja, se contiver 2 simbolos terminais, a producdo anterior pode ser

transformada em
X = a Xi

X1 — a9 Y
em que X; corresponde a um simbolo ndo terminal novo. Se w tiver mais que 2 simbolos terminais,

o procedimento € semelhante. Se se transformar previamente a gramética de modo a que, em todas as

produgdes, |w| = 1, a algoritmo anterior (algoritmo 10.2) conduz a um autémato finito ndo generalizado.

Exemplo 10.3

Determine um autémato finito ndo generalizado equivalente a gramética regular
S — aS|bS|lcSlaba X
X —- aX|bX|cX]|e
Resposta:
Comece-se por transformar a gramdtica de modo a quebrar a sequéncia aba na produgdo S —
aba X, oque resulta em
S = aS|bS|cS|las;
S1 — b5
Sy — a X
X = aX|bX|cX]|e

A aplicagdo direta do algoritmo 10.2 a esta uUltima gramadtica resulta no autémato M =
(Aa Qa qo0, 6a F)a com

A={a,b,c}
Q = {S,Sl,SQ,X,Qf}
g =15

5§ ={(S,a,9),(5,b,9),(S,c,S),(S,a,S1),(S1,b,S2),(S2,a, X)
(X7a>X>7(va’X)a(Xach)7(X757q4f)}
F={qs}

Representado-o graficamente, tem-se

So=NoRNCRNC A
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